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Анализируя опыт развития таких базовых дисциплин, как  эволюционная биология
и биология развития (ее эпигенетический аспект), можно утверждать, что одной из
главных теоретических проблем современной биологии является проблема целостности
(биологической интеграции) организмов в их индивидуальном и историческом
развитии. Сформулированная, более 50  лет назад, И.И.  Шмальгаузеном эта проблема,
ввиду своей общебиологической значимости и перспектив практического
использования результатов, привлекает внимание специалистов различных областей
науки. Тем не менее, в силу многогранности названной проблемы  и сложности
явлений, лежащих  в  ее основе, имеются весьма значительные пробелы в  накопленных
экспериментальных и теоретических сведениях [5], [11], [13].

В этом контексте несомненный интерес для  исследователей  представляет собой
теоретико-экспериментальтная разработка начальных  этапов возникновения
надклеточной организации (первичного упорядочения) и, в конечном  итоге,
многоклеточных. Но использование концептуальной базы существующей
синтетической теории эволюции  (СТЭ) для  описания возникновения новых форм
организации живой  материи – от возникновения первичного макроскопического
порядка  до морфогенезов  различной степени сложности и  типичных Metazoa –
наталкивается на существенные трудности [3 ], [5]. Так, реконструируя гипотетические
начальные этапы эволюции многоклеточных (полагая,  что их появление  является
закономерным результатом селектогенеза), трудно представить физическую природу и
движущие факторы отбора, приведшего к появлению новых форм организации  живого
в виде нескольких филогенетических континиумов.Трудно объясним и сохраняющийся
в течение 2-3  млрд. лет весьма значительный разрыв в уровнях сложности между
Protozoa и Metazoa.

В качестве иллюстрации  подтверждения  этого  приведем  некоторые рассуждения,
опираясь на выводы, отображенные в частности в  работах [2], [3], [5], [11], [13].

§1.Эмпирические посылки и выводы теории  организации
многоклеточных образований

Попытаемся в тезисной форме изложить имеющиеся экспериментальные данные и
теоретические выводы по организации многоклеточных образований, так или иначе
интерпретирующие указанные выше феномены.

 1.1.Появление многоклеточности, как новой формы организации живого, не
является случайным событием, а результат многочисленных и многообразных
"попыток" одноклеточных предков поиска  и нахождения некоторого  устойчивого
фенотипического  состояния. Примитивные эукариоты, судя по современным
геохронологическим оценкам, существовали уже, по крайней  мере, 3,2 млрд.  лет  тому



47

назад. Примерный  возраст  многоклеточных  эукариот (если понимать под
многоклеточностью не просто скопления  клеток, а их объединения  в функциональные
единицы, например, отдельное подцарство примитивных многоклеточных Prometazoa,
включающие в себя 4 типа организмов, большая часть которых соответствует
паренхимуломорфному  типу организации ) исчисляется 2  млрд. лет [5], [11].

 1.2. Представляется  вероятным, что одноклеточная и многоклеточная формы
организации обладали сходными генетическими аппаратами и темпами мутагенеза и
находились под действием жесткого отбора.

 1.3. Сравнение репродуктивных возможностей одно-и многоклеточных  при равном
исходном количестве биомассы показывает, что интенсивность мутаций  для первых в
тысячу миллиардов раз выше, чем у многоклеточных (изменение приведенной цифры
на несколько порядков не меняет сути дела). Это, в свою очередь, означает
возможность для одноклеточных прохождения  того же пути  эволюции, которым
прошли многоклеточные (за 2млрд. лет), менее чем за сутки, т.е. достижения
колоссальных скоростей филетической трансформации и достижения "уровня"
сложности, значительно превышающей таковой у многоклеточных.

 1.4. Исследования таких общебиологических явлений, как эмбриональные
межклеточные взаимодействия, свойства эмбриональных и взрослых  тканей Metazoa
реконструировать исходные структуры после их полной дезорганизации
(диссоциации), регенерационных  возможностей тканей и органов, исследования
онтогенеза колониальных и примитивных многоклеточных организмов  позволило
представить в общих чертах ход эволюции многоклеточных в виде следующих этапов:
первичный макроскопический порядок (агрегация), образование колониальных форм
(вплоть до крупных шарообразных колоний), появление паренхимулообразных форм
организации (ткани еще отсутствуют), типичные Metazoa [2], [3], [13].

 1.5. Несмотря на  впечатляющие успехи экспериментальной  биологии и
многочисленные теоретические модели, описывающие, как правило, поздние этапы
морфогенезов различной степени сложности, механизмы большинства  морфо-
генетических движений не выяснены. Ясно, что для их осуществления важны
определенные механические и физико-химические свойства клеток и окружающей
среды [2],[11]. В большинстве теоретических моделей, описывающих морфо-
генетические движения, в том  числе и  элементарные акты надклеточной организации,
как правило,  используется исходная  идея А.Тьюринга о химической основе
морфогенеза (так называемые модели диффундирующих морфогенов), а также
некоторые положения концепций морфогенетического поля и позиционной
информации [6].

Попытаемся, учитывая приведенные данные, дать объяснение элементарным
механизмам, лежащим в основе самоорганизации клеточных систем( в основном  на
феноменологическом уровне описания).

Остановимся для этого на некоторых моментах теории самоорганизации и
устойчивости многоэлементных систем с целью выяснения возможности этих теорий
для описания наблюдаемых фактов в биоорганизации.

§2.О возможности применения, для объяснения биоорганизации, элементов
теории самоорганизации и устойчивости сложных систем

В основу современных моделей самоорганизации и устойчивости заложены
представления теории катастроф, об иерархичности, адаптации, дихотомии и сильной
коррелятивности в поведении подсистем сложных систем. Остановимся на каждом из
приведенных понятий и представлений.
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Теория катастроф. В теории самоорганизующихся систем полагается, что  более
низкие по иерархическому уровню организации элементы сложной  системы
выступают как  более быстро функционирующие компоненты, т.е. практически
мгновенно релаксирующие в область устойчивых состояний при изменении медленных
переменных более высокого уровня иерархии, выступающих по отношению к  ним в
роли управляющих параметров. Это предположение приводит к  тому, что обычно при
моделировании явлений смены устойчивых состояний  используют положения теории
катастроф [17]. В биологических же системах  любые изменения (трансформации) не
являются катастрофичными,  и смена одного состояния (фазы развития) фактически
происходит за период, сравнимый со временем существования системы в фило – или
онтогенезе (адаптациогенез). Причем исходные структуры служат субстратом,
постепенно преобразуемым в  структуры новой фазы ("морфологические  новшества").
Считается, что и большинство структурных генов являются архаичными, а появление
кодирующих последовательностей из некодирующих невозможно: новые белки
возникают исключительно путем перекомбинации исходных кодирующих
последовательностей или дупликаций. Так что универсальность принципа
катастрофичности  иллюзорно и следствие некритической канонизации  выводов
теории тихоноских систем к реализуемым на практике ситуациям, в связи с ее
успешным применением для решения многих задач техники естествознания.

Утверждение о том, что в многэлементных системах составляющие компоненты
следуют безинерционно за областью устойчивости (нормой реакции), постулируемое
как одно из основных  свойств сложноорганизованных систем, не всегда верно. Именно
нарушение этого принципа позволяет многоклеточным при смене состояний
устойчивости (изменениях параметров внешней среды) плавно преодолевать области
неустойчивости (катастрофичности), филетически трансформируясь в новые фазы,
либо разрушаясь с существенным временем задержки (этим, повидимому, можно
объяснить геологически длительное  существование высших типов организации
многоклеточных).  Приведенные рассуждения и факты теории доказывают, что к
реально эволюционирующим сложноорганизованным системам применим скорее
принцип инерционности, а не катастрофичности [5],[11].

Адаптация. Множественность устойчивых состояний. Рассмотрим явления в
открытых системах безотносительно к самоорганизации – просто как явления
адаптации к изменениям (релаксации после воздействия). Возврат или переход к
новому стационарному состоянию системы при сильном отклонении от равновесия для
открытых систем обычно связан с нелинейными эффектами. Но наличие нелинейности
приводит к тому, что при одних и тех же параметрах внешней среды (фона, на котором
реализуются функции открытых систем) возможно одновременное сосуществование
несколько устойчивых состояний. Это хорошо иллюстрируется существованием
различных типов одноклеточной и многоклеточной форм  организации: Pzotozoa,
Placozoa, Dicyemida. При этом принципы стабилизации одноклеточных и
многоклеточных существенно различны.  Для одноклеточных  поддержание равновесия
с окружающей средой (следования за средой) достигается за счет высокой скорости
репродукции и мутагенеза. Этот филогенетический континуум практически
безинерционен и мгновенно следует за изменениями параметров внешней среды. Это и
позволяет при  описании динамики таких биологических систем использовать методы
теории катастроф, сравнимых, при резком изменении параметров Среды во временных
масштабах,  с крупными геологическими эпохами. В их же индивидуальном времени,
более адекватным будет необходимость учета непрерывности этих процессов. По
отношению же к многоклеточным наиболее адекватным, как указывалось, будет
применение представления об инерционности, а не представлений теории катастроф.
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Иерархичность. Полагается, что для сложных систем иерархичность
характеризуется следующими особенностями:

а) Элиминация (выбрасывание) конечного числа элементов предыдущего уровня
слабо влияет на эволюцию агрегированных переменных, описывающих более высокие
уровни;

 б) Каждые из подсистем более низкого уровня  менее инерционны (процессы
протекают значительно быстрее, чем на более интегрированных), и их динамика более
хаотична;

 г) Случайность играет большую роль в динамике подсистем, чем  в эволюции
макропеременных, характеризующих состояние всей системы.

Исследования по  моделированию  сильно  взаимодействующих  подсистем [9,10]
показали, что существуют   контрпримеры утверждениям пунктов б) и г). Случайность,
связанная на макроуровне с суммированием пренебрежимо малых, в смысле влияния на
каждую конкретную из подсистем, случайных воздействий, может  становится
существенной, и  макропараметр вносит случайность в динамику любой из подсистем.
Такие  эффекты известны для многочастичных  физических систем в точках фазового
перехода  второго рода [12] .

Дихотомия. Дихотомический характер (дивергентный) развития  не следует
обязательно понимать как явление бифуркации в какой-то момент исторического
развития. Важнее то, что в системах, описываемых на основе нелинейных
взаимодействий, возможно существование множества устойчивых состояний, и при
определенных условиях (внешних воздействиях) не исключает переходов между этими
состояниями, связанно-сопряженные сосуществования.

Коррелятивность. Как следует из теории открытых систем (ОС), т.е. систем, у
которых обмен потоками  с окружающей средой соизмерим  с потоками пластических
веществ, энергии, информации внутри этих систем, устойчивость упорядочения
(агрегации) достигается за счет существования сильной коррелятивности, в  динамике
подсистем [4],  [17]. Такая корреляция должна устанавливаться за  временные
интервалы, значительно меньших временных интервалов протекания конкретных
биохимических процессов в этих системах. Решение этой проблемы (т.е. объяснение
того, как скорость интеграции может быть выше скоростей биохимических реакций)
может  быть достигнуто за счет предположения о том, что мы имеем дело с эффектами
информационной природы, т.е., по  сути, с эффектами установившихся отношений
между элементами системы в процессе их эволюции. Однако, в силу мощности
метаболических обменных процессов и создаваемого ими "шума", использование
только этого предположения явно недостаточно. Должен существовать организующий
агент физической  природы, синхронизирующий морфогенетические движения
клеточных  коллективов и  практически "мгновенно" определяющий поведение всех
подсистем в системе. Возможная физическая сущность  этого агента объясняется нами
исходя из экспериментов по не тепловому воздействию на организмы определенными
частотами (СВЧ) [8].

§3. Модели сложных систем с большим радиусом  взаимодействия
Сконцентрируем внимание на модели взаимодействующих N  однотипных

элементов подчиненных системе стохастических уравнений[7]: 
(1)                               d d dx t x t b x t t ti ij j i( ) ( ( ); ) ( ) ( )= +µ η    

где под 1
ix R∈ понимается вектор состояния конкретной i-ой подсистемы, либо

отклонения от среднего показателя нормального состояние системы; b-вектор
постоянных параметров, ( ) Nt Rη ∈  вектор случайных воздействий с независимыми
компонентами,µ ij x b( ; )  характеризует  взаимодействие подсистем; по индексам
встречающимся дважды ведется суммирование.



50

Модели такого вида довольно часто используют при моделировании
взаимодействия биологических видов, например сµ ij x b( ; ) вида[14]:

µ α γij ij ijk kx b x( ; ) = +  , , , 1,i j k N=  ,     где    α γij ijk,  постоянные.
Цель использования микродинамического описания  состоит в объяснении

макроскопических свойств  всей совокупности системы. В простейшем случае
многоэлементные системы рассматриваются, как ансамбль однотипных подсистем
(клеток). В более общем случае имеют дело со  смесями, но конечного разнообразия
однотипных подсистем. Но при этом всегда полагается, что число всех подсистем N
велико и можно пренебречь эффектами элиминации. Это позволяет осуществлять
предельный переход по N   и  использовать предельные теоремы теории  вероятностей
(законы больших чисел). Важным является и тот факт, что  при таком переходе
( N →∞ ) возможно динамику выделенной подсистемы отобразить при помощи
стохастических  дифференциальных  уравнений с коэффициентами, зависящими от
конечного  числа так называемых макропеременных (которые подчиняются своим
уравнениям) и переменных состояния выделенной подсистемы [16].

Продемонстрируем  это  на примере модели (1) сµ ij x b( ; ) вида: 

(2)                                                µ µij ijx b z a( ; ) ( )=  ,                               
где ( ) ( , ( )), ( ) s

l lz t b x t z t= ∈ℜ , , 1,n
lb l s∈ℜ = , s const≤ ; bl  - собственные  вектора, и

lλ -собственные числа для транспонированной матрицы A  с компонентами aij , 
Суммируя все слагаемые справа и слева в (1), при условии (2) приходим к

следующей системе: 

(3)                                d z t z t z t d t d b t
d x t z t x t d t d t

l l l l

i i i

( ) ( ( )) ( ) ( , ( ))
( ) ( ( )) ( ) ( )

= +

= +

µ λ η
µ η

   .                                          

В уравнении (3) zl  - играют роль управляющих когерентных случайных
воздействий   [9]  для любой из подсистем. 

Как видим, при N →∞  достигается значительное упрощение в описании динамики
выделенной подсистемы; во-вторых, появление когерентной случайной составляющей,
значительно в том смысле, что появляется формальная аналогия с понятием
эффективного случайного поля, в котором происходит эволюция наблюдаемых
подсистем (биосистем). Это  приводит к тому, что каждая из подсистем оказывается
под воздействием суммарного эффекта многих  систем, а при неограниченном росте
радиуса взаимодействия – всех систем, расположенных в некотором объеме (например,
хаосогенная среда первичного океана). Эта ситуация наблюдается в точках фазового
перехода второго рода [12]. В данном случае становится более существенным характер
стремления к "О"  случайных воздействий на  микроуровне: когда число подсистем N
увеличивается, то возрастает роль и микродинамики [10,15] . 

Выводы

Выводы,  полученные на основе простых моделей рассмотренных в §3, имеют
вполне конкретные эмпирические аналоги:  такие сильно взаимодействующие (с
большим "радиусом" взаимодействия) системы лежат в основе появления
диссипативных  структур – прообразом первичных биологических систем. С этой точки
зрения жизнедеятельность клеточных коллективов и влияние внешних воздействий
должны создать когерентное шумовое поле – фон существования живых систем.
Агентом, создающим это поле в организме, как уже подчеркивалось, может служить
высокочастотное  поле  СВЧ,  сопутствующее переносу различных  типов  ионов через
мембранные структуры. То есть в этой области частот внутренняя среда “организма”
становится прозрачной для этих частот. Это поле можно интерпретировать как
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биополевую структуру, определяющую топографию специализации клеток внутри
организма (снижением или увеличением влияния определенных генов под действием
соответствующего стохастического поля). Если это так, то открываются
многообещающие возможности экспериментального и теоретического исследования
некоторых биологических процессов: формирования морфологической поляризации,
появления регулярных пространственных структур,  восстановительных процессов, в
основе которых лежат принципы полевого структурообразования, отличающиеся от
концепций А.Г.Гурвича и Л.Вольперта [6]. Кроме этого, появляются возможности иных
подходов к пониманию  процессов запечатления (см. работу авторов в  ж. Бионика [1])
информации.

Изменяется и отношение к роли нервной системы: ее задача сводится и к
замедлению скорости (например, на синапсах) передачи сигналов до уровня  скорости
биохимических процессов в организме и до уровня, не допускающего механического
разрушения тканей.
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By Steve Halitsky and Andre Halitsky
ABOUT ACCURACY OF CLOSENESS MEASURES OF

STOCHASTIC SYSTEMS.

Abstract.  For ),0( RN stochastic system, measures  cond, det RR ∆∆ , ( )tr R∆ and

( , )R RΘ  have been numerically studied. Some recommendations on measures accuracy
and adequacy regions are given.
Keywords: correlation matrix, eigenvalue, eigenvector, closeness measures

Introduction
Let S be n -dimensional, centered, normally distributed stochastic system ),0( RN  with

correlation matrix 









=

2

1

RB
BR

R
T

and probability density

}
2
1exp{)(det)2()( 12

1
2 T
n

XXRRXP −−−
−= π

Let system S can be represented with accuracy ( , )S Sγ β≤  by 

1 2S S S= ⊕ ,

Нere S   is n-dimensional, centered, normally distributed stochastic system (0, )N R  with
correlation matrix 

1

2

0
0
R

R
R

 
=  
 

,

1S  is m -dimensional centered, normally distributed stochastic system ),0( 1RN with
correlation matrix mjiijrR ,1,1 ][ ==  , 2S   is  mn − -dimensional centered, normally distributed

stochastic system ),0( 2RN  with correlation matrix nmjiijrR ,1,2 ][ +== , ( , )S Sγ -
closeness measure  and ),0( β I- confidence interval. 

Let nR - finite vector space over field , nRR - the set of all positively-defined operators

(matrices) of order ; , ( ); .nn R R R R rank R rank R n∈ = =

Let  ,Π = Λ∪Λ Ο = Ω∪Ω where 1, 1,{ } , { }i i n i i nλ λ= =Λ = Λ = - the sets of all

eigenvalues, 1, 1,{ } , { }i i n i i nω ω= =Ω = Ω = the sets of all orthonormalized eigenvectors of

R and R ,
, , , , 1,i j i j i j i j nλ λ λ λ> > < ∀ =

Let 1, 1,,i n i i n i= =Γ = ∪ Ψ Γ = ∪ Ψ , },,{ iii ωλ=Ψ { , },i i iλ ωΨ = for R  and R , and

.= Γ∪ΓΓ
Known operator’s closeness measures

According to [1],[2],  the 1st differences ∆ of ( ) ( ) ( ),dettr R R and cond R  are
closeness measures.
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In [3] operator’s closeness measures 
1

( , ) ( )
n

i i i iR R λ ω λϖΘ = −∑1, n norm was

introduced. ( )1, ,n R RΘ  reflect the geometrical changes in the whole Γ . Here we

introducedgeneralized ( , )R RΘij measures on some ,i iΨ Ψ  ,j jΨ Ψ  ,k kΨ Ψ  nkji ,1,, ∈∃  as

 ( , ) ( ) ( )i i i i j j j jR R λϖ λϖ λ ϖ λ ϖΘ = − + −ij norm norm
The proper choice of   Θ ij ( , ,R R )  is made on a priori information, related to decomposition
hypothesis.
The properties of   ( )1, ,n R RΘ = Θ .

Theorem 1.  If ,R R=  then  ( , ) 0R RΘ =1, n

Proof. According to[1],[2], exist unique 1Γ  and 2Γ  for R and R .  If R R= , then 21 Γ≡Γ   

Theorem 2.
If  ( , )R RΘ = Θ1, n  and ( , )R R′Θ = Θ1, n  then ′Θ = Θ

Proof. If R and R R switch places, then, evidently ( , ) ( , )R R R RΘ = Θ1, n 1, n .

Theorem 3.
If 12 1 2 13 1 3 23 2 3( , ), ( , ), ( , ),R R R R R RΘ = Θ Θ = Θ Θ = Θ1, n 1, n 1, n Then

12 13 23Θ +Θ ≥Θ
Proof .Let   njiijijij ,1,3,1, =∀=∀= ϖλα .Then

12 1 2 13 1 3 23 2 3
1 1 1

( ) , ( ) , ( )
n n n

i i i i i i
i i i

α α α α α α
= = =

Θ = − Θ = − Θ = −∑ ∑ ∑norm norm norm

and ∑ ∑∑
= ==

−≥−+−
n nn i i

iiii
i

ii
1 1

3231
1

21 )()()( αααααα normnormnorm

The thk −  component  of above equation is 
)()()( 323121 kkkkkk αααααα −≥−+− normnormnorm

Since index k is arbitary, Theorem 3 is true.
Conclusion measure ( )1, ,n R RΘ = Θ is distance.

Theorem 4.
If 1 1ω ω= , then the ( ) 1 1( , ) ,R R norm R R λ λΘ ≡ = −1 . 

Proof: Measure 1 1 1 1( , ) ( )R R λϖ λϖΘ = −1 norm If 2111 ϖϖ = , then

( )1, 1 1,n R R λ λΘ ≡ − .

Theorem 5. The ( )( , )R R tr RΘ ≡ ∆1,n for i iϖ ω≡ .

Proof: If i iϖ ϖ=  and 1i iϖ ϖ= =  for  ,,1 ni =∀  then
1,

( , ) i i
i n

R R λ λ
=

Θ = −∑1, n .
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Because i iλ λ≥  for ( )1....1, , ,ni n R R∀ = =
1, 1,

,i i
i n i n

λ λ
= =

−∑ ∑ or

( ) ( )1, ,n R R sp RΘ = ∆ .

Numerical Experiments

Numerical results have been obtained on MATLAB
for ( ) ( ), , 4,R R rank R rank R= =       

1

2

TR B
B R

 
=  

 
R   , 1

2

*
*

T
i

i

R LINK B
LINK B R
 

=  
 

iR

and ( ) ( ) ( )1 2 2rank R rank R rank B= = = . The algorithms / results accuaracy has been
verified according to [4],[5].

Case 1.  Let det R  = constant , lim 0ii
LINK

→∞
= . Let

R = 1{ }N
iR , ( ), det 0, i

i i i iR R R LINK g′= > = ,

* , 1, ; 0 1i
iB g B i N g= = < < , i.e. 0lim =

∞→ ii
B

The linkage  is diminishing on the power law and ( ) ( ) ( )det , ,R cond R tr R∆ ∆ ∆  and

( ),R RΘ  values must reflect this. The positively defined matrices R  and R    are:

30 70 45 156 30 70 0 0
70 174 125 600 70 174 0 0

,
45 125 146 808 0 0 146 808

156 600 808 6681 0 0 808 6681

R R

   
   
   = =
   
   
   

We found that ,25.0=optg  and 50max =N  and 2Ψ , 3Ψ ,{ 1Ψ , 2Ψ , 3Ψ , 4Ψ }are not

adequate representations. Both ( , )R RΘ1 and  ( , )R RΘ4 have linear iLINK  dependency, or

1Ψ , 4Ψ  are adequate eigenpairs.

Table 1.  The measure efficiency for ( )det R const= , LINK = Var.

Measure
Type

Measure 
Range

Correct 
Range for
LINK  

Incorrect 
Range for
LINK

Threshold
for LINK  

( , )R RΘ1
(-15, -1) (-13, 0) (-16, -13) - 13

( , )R RΘ4
 (- 15, 2) (-15, 0) None None

Rcond∆  (-12, 2) (-7, 0) (-16, -7) - 7

The 1( , )R RΘ1  and ( , )R RΘ4  have proceeded deep into the operator's slightest blocks
difference region. There exists adequate representation on steadily decreasing linkage at least
for iLINK  order of –14 . They worked on very weak matrix linkage; approximately, on order
of 9 weaker, than Rcond∆  and Rdet∆ .                                                  
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Case II.  Let ( )lim 0 detii
LINK and R Variable

→∞
= = . Let’s construct two

sequences of matrices: 
ℜ =  NK

11}{ ikR  with 0lim =∞→ ikRk , 0lim =∞→ ikBi  for  Ni ,1=∀

and ℜ =   1{ }K
kR   with ( )lim det 0kk

R
→∞

= ,

Rik  =    








2ik

T
ik1k

RB
BR     ,      

=  
 

1k
k

2

R 0
R

0 R
.

We  have constructed the response functions on surface ( LINK , R̂det  ) for different
measures.

Table2 The efficiency evaluation for closeness  measures

Measure 
Type

LINK
Correct

Det R 
Correct
Region 

Incorrect
Region for
LINK

Det R 
Incorrect
Region 

Measure
Slopem

( , )R RΘ1
(-14, -3) (6, 13)  None None 1

Rdet∆  (-14, -1.5) (6, 13)  None None 2
Rcond∆  (-10, -1.5) (8, 13) (-13,-10) (6.5, 10) 2

From experiments we have received: Rdet∆  can be used  as for limited  accuracy-cases;

( , )R RΘ1 can  be used for  high-accuracy –cases; ( )R∆ cond can  be used for linkage
verification ,but has incorrect region for small values.
Conclusions
1. The closeness  measure ( , )R RΘ1  is a reliable for the whole range of  parameters.
2. The closeness measures ( )∆ Rdet  and ( )∆ Rcond is a reliable for medium LINK ,  and

( )Rdet  values.  
The  graphics represent numerical results for evaluation of several known measures [5].
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Борисенко О.В.
ОБ УСРЕДНЕНИИ СТОХАСТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ, СОДЕРЖАЩИХ МАЛЫЙ ПАРАМЕТР И
ПРИВЕДЕННЫХ К СТАНДАРТНОМУ ВИДУ

Рассмотрим систему стохастических дифференциальных уравнений без
последействия, приведенную к стандартному виду

31 2

0

( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ); ( , ( ), ) ( , ),

(0) ,
d

kk k

R
d t f t t dt g t t dW t q t t y dt dyξ ε ξ ε ξ ε ξ ν

ξ ξ

= + +

=
∫ (1)

где −> 0ε малый параметр, ,3,2,1,0 => iki  }...2,1),,({),( dixtfxtf i == ;
},...2,1),,,({),,( diyxtqyxtq i == −неслучайные вектор-значные функции;
−== },...2,1,),,({),( djixtgxtg ij неслучайная матрично-значная функция;

−−∈∈ dtWRyxTt d )(;,];;0[ мерный винеровский процесс;  −),(~ Atν центрированная
пуассоновская мера, независимая от ( );W t    0ξ − случайный −d мерный вектор,
независимый  от )(tW ,  и ),(~ Atν ;  .|| 2

0 CM <ξ   Будем считать, что мера .)( ∞<Π dR
Предположим, что функции qgf ,,  удовлетворяют условиям:

1) ограниченности 
2 2 2 2 2 2 2

,
, 1 1

| ( , ) | || ( , ) || | ( , , ) | ; (|| || , | | );
d d

i j i
i j i

f t x g t x q t x y C g g x x
= =

+ + ≤ = =∑ ∑  

2) локальному условию Липшица: для каждого 0>N  найдется константа ,NL  что
2 2

1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

| ( , ) ( , ) | || ( , ) ( , ) ||

| ( , , ) ( , , ) | ( ) | |
d

N
R

f t x f t x g t x g t x

q t x y q t x y dy L x x

− + − +

+ − ∏ ≤ −∫
для всех ;2,1,|| =≤ iNxi

3) 1lim ( , ) ( )
T A

T
A

f t x dt f x
T

+

→∞
=∫

1lim ( , ) *( , ) ( )
T A

T
A

g t x g t x dt G x
T

+

→∞
=∫

1lim ( , , ) *( , , ) ( , )
T A

T
A

q t x y q t x y dt Q x y
T

+

→∞
=∫ −

равномерно относительно A  при каждом x  и y . Причем функции ( ), ( ),f x G x ( , )Q x y
непрерывны по x , функции ( ; ), ( ; )f t x g t x , ( , , )q t x y непрерывны по x  равномерно
относительно yxt ,, в каждом компакте ;|| Cx ≤

4) ∫ Π+=
dR

dyyxQxGxB )(),()()(  _ неслучайная, непрерывная, неотрицательно

определенная матричная функция удовлетворяет условию 2( , ( ) ) | | , 0z B x z zλ λ> >  для
всех ,, dRzx ∈  где −∈ dRvuvu ,),,( скалярное произведение в .dR

При выполнении условий 1), 2) уравнение (1) при каждом o>ε  имеет единственное
решение.

ТЕОРЕМА.  Пусть выполняются условия 1)-4), ).2,2,min( 321 kkkk =  Тогда 
при 321 22 kkk == случайный процесс )/()( ktt εξξε =   слабо сходится при o→ε  к

решению  стохастического дифференциального уравнения
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∫ ∫++=
t

o

t

o

o WdGdssft ),())(())(()( ττξξξξ  (2)

где 1/ 2( ) ( ), ( )G x B x W t= − некоторый −d мерный винеровский процесс.
При 1kk <   в уравнении  (2) будет отсутствовать вектор сноса f .  При  22kk <  в

уравнении (2) в )(xB  будет отсутствовать компонента )(xG . При  32kk <  в уравнении

(2) в коэффициенте )(xB  будет отсутствовать компонента ∫ Π
dR

dyyxQ )(),( .

Гасаненко В.О. 
ПРО ЙМОВІРНІСТЬ РУЙНАЦІЇ

Стаття присвячена дослідженню стохастичного збурення детермінованої
математичної моделі, яка зображує статичний напружений стан будівельної
споруди. Нормальний стан споруди визначається обмеженням на внутрішню напругу.
Коли ми маємо стохастичні збурення елементів споруди, тоді природно вивчати
ймовірність перебувати  у нормальному стані при цих збуреннях.

Нормативні умови експлуатації споруд, як правило, мають вигляд інтервального
обмеження на можливі зміни напруги по всій споруді. Тобто, коли σ  є напруга у деякій
точці споруди, то має виконуватись співвідношення [ ]maxmin ,σσσ ∈ . Напруга
σ обчислюється за допомогою методу скінчених елементів. Під спорудою будемо
розуміти певну оболонку. Ця оболонка розбивається на n скінчених елементів, які не
перетинаються і разом складають усю оболонку. Виходячи з того, що оболонка має
товщину, скінчений елемент вибирається як криволінійна призма з вісьмома вузлами –
вершинами. Вектор руху цих вузлів   u   задовольняє наступному рівнянню

Ku=p. (1)
Вектор u будується наступним чином: перші три координати є координатами

вектора пересування на вісях (OX, OY, OZ) першого вузла. Наступні три координати
представляють вектор пересування для другого вузла і так далі. Звідси маємо, що
вимірність вектора u дорівнює 3n. Матриця К має назву матриця жорсткості. Вона
визначає взаємний вплив вузлів. Ця матриця є симетричною розміром nn 33 • . Вектор р
є вектором впливу на вузли споруди певної сили. Добра відома процедура обчислення
напруги у кожній точці споруди, виходячи із розв’язку  u . Цю процедуру формально
представимо як відому функціональну залежність

( ) ( ) .3,1,, ≤≤= jixufx ij
ijσ

Тут ( )xijσ  є функцією напруги у напрямку і від напрямку j у точці x. Функціонали

ijf є лінійними: при фіксованому х та довільних векторах 21 ,uu і дійсних числах

21 ,µµ має місце співвідношення :   ( ) ( ) ( ).,, 22112211 xufxufuuf ijijij µµµµ +=+
Вплив стохастичних явищ на споруду ми будемо визначати випадковим збуренням

матриці жорсткості. Це збурення може бути статично оцінено тільки по збуренням
окремих елементів споруди. Ми розглядаємо наступну форму випадкового збурення

AKK ξ+=~
.

Тут ξ  є випадкова величина, яка приймає значення із інтервалу [ ]21 ,αα , тут
{ } ∞<= 21 ,max: ααα . Матриця А є певною детермінованою симетричною матрицею. 
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Таким чином вектор u~ є випадковим вектором. Він є розв’язком наступного
рівняння                       

( ) puAKuK =+= ~~~ ξ                                 (2)
Виходячи з того, що К є симетричною матрицею, маємо наступне зображення

розв’язку (1): 
1 .Тu Ф Фр−= Λ

Тут ( ) ( ),1 3 ,  ,1 3i iФ i n diag i nφ λ= ≤ ≤ Λ = ≤ ≤ , де вектора рядки iφ є власними
векторами, а числа iλ є, відповідно, власними числами матриці К. Вказані вектора та
числа визначаються із рівняння  

Kφ λφ= .
Виходячи з того, що випадкова матриця ( )K K Aξ= + є також симетричною будемо

шукати розв’язок збуреної задачі також за допомогою власних чисел та функцій
матриці K . Випадкові власні вектори та власні числа матриці K  пов’язані рівнянням 

                                                   Kφ λφ=                                          (3)
Будемо шукати їх у наступній формі

2
1 2

2
1 2

i i i i

i i i i

φ φ ξφ ξ φ

λ λ ξλ ξ λ

= + + +

= + + +
          (4)

Вектори ikφ визначаються у наступній формі
3

1

n

ik ikj j
j

rφ φ
=

=∑            (5)

Визначимо розв’язок (2): { }u . Для цього визначимо точне значення рядів у (4).
Спочатку отримаємо оцінку коефіцієнтів для означених рядів. Підставимо (4) у (3).
Коли збиремо коефіцієнти при однакових ступенях ξ , то визначимо послідовно
значення чисел , 1im mλ ≥ та векторів , 1im mφ ≥  наступним чином. Через (,) позначимо
скалярний добуток векторів для  ξ : 

 
( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 1, , , ,
i i i i i i

i i i i i i i i i i

K A
K A

φ φ λφ λ φ
φ φ φ φ λ φ φ λ φ φ
+ = + ⇒

⇒ + = +
.       (6)

Маючи на увазі, що ( ),j i ijφ φ δ= , розв’яжемо (6) наступним чином:

( )1 ,i i iAλ φ φ= .

Коефіцієнт 1i ir із зображення (5) будемо визначати за умови   ( ) ( )1 1, ,i i i i iKφ φ λ φ φ= .
Далі

( )

( )

1 1 1

1 1 1

, , .

, , .

i i i j j i i i i
j

i i i i i j j i i i i
j

K r K r

r r

φ φ φ φ λ

λ φ φ λ φ φ λ

 
= = 
 
 

= = 
 

∑

∑
З останнього випливає, що коефіцієнт 1i ir може бути довільним числом. Покладемо

1 0i ir = . Визначимо 1i jr  коли i j≠ . Із рівності у лівій частині (6) маємо

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, , , ,i j i j i i j i i jK Aφ φ φ φ λ φ φ λ φ φ+ = +
.

Звідки маємо для коефіцієнта 1i jr наступну рівність
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( )
1

,i j
i j

i j

A
r

φ φ

λ λ
=

−
                                             (7)

Далі припустимо, що вже визначені ikλ та ikφ , коли 1k m≤ − .
Визначимо наступні imλ та i mφ  для mξ :

 
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1
1

1

1

  

, , , ,

m

im im ik im i im im i
k

m

im i im i ik im k i i im i im
k

K A

K A

φ φ λ φ λφ λ φ

φ φ φ φ λ φ φ λ φ φ λ

−

− −
=

−

−
=

+ = + + ⇒

⇒ + = + +

∑

∑
(8)

коли ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
, , , , ,

m

im j im j ik im k j i im j
k

j i K Aφ φ φ φ λ φ φ λ φ φ
−

−
=

⇒ ≠ + = +∑   (9)

Із співвідношення (8), поклавши 0imir = , маємо

( ) ( )1 1, ,im im i im j j i
j i

A r Aλ φ φ φ φ− −
≠

= =∑                 (10)

Із співвідношення (9) маємо

( )

( )

( ) ( )

1

1 1
1

1

1

1 1
1

1

1

1 1 1
1

1

,

,

, ,

m

im j ik m kj
k

imj
j

m

im s s j ik m kj
s i k

j

m

im s s j ik l l i m kj
s i k l i

j

A r
r

r A r

r A r A r

φ φ λ

λ λ

φ φ λ

λ λ

φ φ φ φ

λ λ

−

− −
=

−

− −
≠ =

−

− − −
≠ = ≠

−
= =

−

−
= =

−

−
=

−

∑

∑ ∑

∑ ∑∑

          (11)

Доведемо умови збіжності рядів із (4). Введемо наступні позначення.
Для вектора ( ) 3

1 3,..., n
nz z z R= ∈ норма ( )

1 3
max ii n

h z z
≤ ≤

= ,

( ) ( )
,

max , 1, 0 :=0imji j
f m r m f= ≥

,

( ) [ ]( ) ( ) 1

,
max ,  max , ,   maxi j i i jj i j i j

h h a A bφ φ φ λ λ
−

≠
= = = −

Припустимо, що
inf ( ) 0,  3 1

m
f m r nr> > ≥

Наступна лема є уточненням відповідного анонсованого результату із [1]. 
Лема. Коли вектори i mφ та числа imλ побудовані за формулами (10), (11), тоді за

великих m мають місце наступні рівності
( ) ( )( )max 3 1 3 m

imi
h rh n abnφ ≤ −

( ) ( )1max 3 3 1m m
imi

r bn n aλ −≤ −

Доведення. Спочатку оцінимо послідовність величин ,imj imr λ . Із  (7) та (11)

випливає, що послідовності ( )f m , 1m ≥   задовольняють наступним нерівностям

( ) ( ) ( )
1

1
(1) 3 ,  ( ) 3 1 1

m

k
f ab rnab f m nab f m f k f m k

−

=

 ≤ ≤ ≤ − + − − 
 

∑       (12)

Позначимо : 3c nab= .
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Окрема множина розв’язків (12) задається формулою ( ) mf m kc= , де k є додатні
сталі. Покладемо k = r. Таким чином ( ) (3 ) ,  1mf m r nab m= ≥ . Маючи на увазі (5) та (10)
із останнього випливає оцінка для ( )   im imh таφ λ .  Лема доведена.

З Леми випливає, що коли виконується наступна умова 1: 3A nab α −< , тоді ряди із
(4) збігаються із ймовірністю одиниця. Ці ряди визначають випадкову величину та
випадковий вектор

0 0

lim ;  lim ;  
n n

k k
i ik i ikn nk k

λ λ ξ φ φ ξ
→∞ →∞

= =

= =∑ ∑
Функції розподілу для iλ  та iφ  визначимо наступним чином. Розглянемо функції

0 0
( ) ,  ( ) , 1,3k k

i ik i ik
k k

f x x x x i nλ ϕ φ
≥ ≥

= = =∑ ∑
тут xфіксоване дійсне число із інтервалу [ ]0,α . Зрозуміло, що ці функції за умови

А здійснюють наступні відображення
[ ] [ ]1 2 1 2: , ;  : , ,i i if F Vα α ϕ α α→ →

тут через iF  та iV  позначені певні обмежені області відповідно просторів R та 3nR .
Тепер випадкові величини iλ та випадкові вектори iφ мають наступне зображення

( ) ( ),i i i ifλ ξ φ ϕ ξ= = . 
Для визначення щільності припустимо, що виконується наступні умови:

( ) ( )0,  0,  1 3 ;i ix f x i nϕ′ ′≠ ≠ ≤ ≤

існує щільність ( )p xξ випадкової величини ξ ,

тоді щільності iλ та iφ  мають наступні відповідні представлення:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

: ( )

1

: ( )

, , ;

, , ;
i

i

i i i
x f x y

i i i
x x z

p y p x f y y F

p z p x z z V

ξ

ξ
ϕ

λ

φ ϕ

−

=

−

=

′ ′ ∈  

′ ′ ∈  

∑

∑
Доведемо, що для обчислення ймовірностей подій, які залежать від iλ або iφ ,

можна використовувати наближення ( ),k ip zφ  та ( ),k ip yλ за допомогою часткових сум
рядів (4). Тобто, коли k-е наближення до цих щільностей є щільністю відповідних k-их
часткових сум із (4). 

Покладемо                    ( )
0 0

: ,  :
k k

m m
ik im ik im

m m
f x x xφ ϕ λ

= =

= =∑ ∑ .

Зрозуміло, що при умові А наступні збіжності мають місце

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1

0,  0i ik i ikf x f x dx z z dz
α α

α α

ϕ ϕ− → − →∫ ∫
Подібні збіжності мають місце також для перших похідних функцій ( ) ( ),i if ϕ• • .
Маючи на увазі вказані збіжності та спираючись на результати праці [2], можемо

стверджувати, що необхідна збіжність апроксимацій має місце:
( ) ( ) ( ) ( ), , 0;  , , 0;

i i

k i i k i i
F V

p y p y dy p z p z dz kλ λ φ φ− → − → → ∞∫ ∫
Тепер визначимо стохастичний розв’язок { }u . Припустимо, що має місце

співвідношення ( ) [ ]1 20,  , ,  1 3 .i x x i nλ α α≠ ∈ ≤ ≤  Тоді при умові А цей розв’язок може
бути представлено наступним чином
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{ } 1Тu Ф Фр−= Λ ,
де

( ) ( ),1 3 ,  ,1 3i iФ i n diag i nφ λ= ≤ ≤ Λ = ≤ ≤

Із зроблених побудов випливає наступне представлення
( ) ( );  i i i i i iλ λ ξθ ξ φ φ ξψ ξ= + = +

При умові А функції ( )iθ ξ  та ( )iψ ξ  є обмеженими із ймовірністю одиниця.

Тепер { }u має наступне зображення

{ } ( ) ( ) ( )
3 3

1 1

,1 3
n n

l l
j

j l i j

i j
u p i n L

φ φ
ξ ξ

λ λ= =

 
= ≤ ≤ +  
 
∑∑

Функція ( )L ξ , за умови А, є обмеженою з ймовірністю одиниця. Зрозуміло, що

вона має вигляд                             ( ) 1 2 .n nL L L Lξ ξ ξ= + + + +

Тут сталі вектори kL , 1k ≥  визначаються через вже відомі сталі вектори

, , , , 1, 3i i i i i nφ λ θ ψ = , так що покоординатні ряди абсолютно збігаються.
Після переходу до пружності, маючи на увазі лінійність функціоналів ( ),ijf u x , ми

отримуємо:                               ( ) ( ) ( )1, ,ij ij ijx x xσ ξ σ ξσ ξ′ ′ ′= +

де ( )ij xσ ′  є детерміновані функції, значення яких є пружності окремих елементів

ідеальної оболонки, а функція ( )1 ,ij xσ ξ′ , за умови А, є обмеженою та неперервною.
Таким чином, ймовірність Q(p) того, що оболонка не зруйнується, визначається за

допомогою наступного співвідношення
( ) ( ) ( ) [ ]( )1 min max: inf , ,ij ijQ p P x xσ ξσ ξ σ σ′ ′= + ∈

Інфімум обчислюється за всіма напрямками ( )1 , 3i j≤ ≤ та за всіма точками
оболонки x′ .

Ймовірність Q(p) характеризує зменшення резерву безпеки внаслідок структурних
відхилень в оболонці при наявності фіксованого зовнішнього тиску p. 

Тепер ми припустимо, що мала місце подія, яка підвищує тиск p на оболонку.
Припустимо, що максимально очікуваний тиск на оболонку при цій події дорівнює *p  ,
та ймовірність цієї події є q. Тоді ймовірність *Q руйнування оболонки внаслідок цієї

події обчислюється за наступною формулою ( )( )* *1Q Q p q= − .

Зауважимо, що навіть за припущенням однакового випадкового збурення ξ  усіх
елементів захисної оболонки\ ми отримали стохастичне збурення кожного елемента у
вигляді ( )lξ ξ , де ( ) 1 2 ...l l lξ ξ= + + Коефіцієнти , 1ml m ≥ визначаються за допомогою
власних  чисел та власних функцій матриці жорсткості К та матриці збурення А.
Вказана процедура обчислення коефіцієнтів є наслідком взаємного впливу всіх
елементів оболонки.
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Геращенко  В. М.
ЧИ ТАК СКЛАДНІ ВІДКРИТІ СИСТЕМИ І ТАКІ, ЩО

САМОРЕГУЛЮЮТЬСЯ ?

Відкриті і такі, що саморегулюються, системи часто, як явище, проявляються в
екстремальних станах. Це явище складно модельоване і вимагає нетривіального
нетипового аналізу. 

Однак, в деяких випадках процес моделювання значно спрощується, якщо
використати, не вдаючись в суть явища, факт існування саморегульованості системи.

Як приклад, розглянемо саморегульовану відкриту систему на базі модернізованої
ситчатої тарілки з двома зонами контакту фаз.  

В даний час бражні колони ректифікаційних установок в основному оснащені
тарілками подвійного кип'ячення і ситчатими. Типові ситчаті тарілки працюють
задовільно при порівняно низьких швидкостях пари, що не дає можливості
інтенсифікувати процес брагоректифікації. Крім того, наявність на ситчатих тарілках
застійних зон, провалу і подовжнього перемішування знижує їх ефективність.

На модернізованій ситчатій тарілці встановлені кутники, в їх вертикальних стінках
передбачені пази, в які вставляються зігнуті під тупим кутом пластини. Ці пластини
мають нахил у бік зливного стакана і припідняті над тарілкою на висоту 25-30 мм.

Був здійснений математичний опис тарілки з двома зонами контакту фаз і
встановлено, що на тарілці існують дві зони контакту з різним ступенем
перемішування двофазного потоку. Математичну модель тарілки  складали на основі
інформації про структуру двофазного потоку в кожній із зон контакту, що
характеризується ступенем перемішування частинок потоку. Ступінь перемішування
газорідинного шару оцінювали за дисперсією δ0

2 середнього часу перебування рідини в
зоні контакту. Дисперсію визначали методом трасування потоку з подальшим аналізом
кривих відгуку на ступінчате збурення системи.

Але, як було встановлено на практиці,  у верхній зоні контакту характер руху
газорідинного шару наближається до поршневого, в нижній зоні спостерігається
режим, близький до режиму ідеального перемішування. Врахування цього явища
значно спрощує математичний опис. Була вибрана комбінована гідродинамічна
модель, що складається з паралельних зон ідеального витіснення 2 та ідеального
перемішування 1, зображена на мал. 1.

Рис. 1. Гідродинамічна модель тарілки з           Рис.  2.   Криві  відгуку   систем
двома зонами контакту фаз .                   отримані  розрахунковим   (1) та    
експериментальним   (2)  шляхом.
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В цій моделі загальний потік рідини в точці А розділяється на дві частини, одна з
яких потрапляє в зону ідеального витіснення 2 і в точці В з'єднується з іншою
частиною, що пройшла зону ідеального перемішування 1.

Складемо рівняння, що характеризує зміну концентрації трасера в двофазному
потоці, виходячи з балансу речовини в точці В, де з'єднуються потік зони
перемішування (1-β) L1C1 і потік зони витіснення  βL2C2

Cвих (t) = (1- β ) C1(t) + β 2C2 (t)               (1)

Застосовуючи перетворення Лапласа і використовуючи вирази передавальних
функцій для ділянок повного перемішування і повного витіснення, запишемо
передавальну функцію тарілки з двома зонами контакту у вигляді відношення

( ) p

вх

вых e
pрС

рСpW 2

1
11

)(
)()(

1

τβ
τ

β −+
+

−==     (2)

де р — оператор Лапласа;
β — частка потоку рідини в зоні;
С—концентрація трасера; 
τ—час перебування рідини в зонах, с; 
t— координата часу, год.
Рішенням залежності є рівняння F − кривої відгуку системи на ступінчате збурення.

Скориставшись зворотним перетворенням за Лапласом і приймаючи величину збурення
на вході Свх (Р)= 1, знайдемо

Fkp (t) = (1 - β )(1 – 1

t

e τ
−

) + (t - 2τ )            (3)

Адекватність математичної моделі і реальної масообмінної тарілки перевіряли
порівнянням розрахункової кривої 1 з відповідною експериментальною кривою 2,
отриманої в реальних умовах (мал. 2).

Як видно з малюнка, дослідна  крива 2 співпадає з кривою 1, побудованої за
рівнянням   (3), отже,  рівняння  може служити математичною моделлю тарілки з двома
зонами контакту фаз.
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Дубко В.А. 
УСЛОВИЯ ИНВАРИАНТНОСТИ  ФАЗОВОГО ОБЪЕМА,

СВЯЗАННОГО С РЕШЕНИЯМИ ОБОБЩЕННОГО 
УРАВНЕНИЯ ИТО

Включение  в уравнения динамики  случайных составляющих  меняет характер
поведения систем  и методы  изучения их динамики даже при малых возмущениях.
Однако, непересекаемость и неисчезаемость    траекторий в фазовом пространстве, на
некотором временном  интервале, позволяет ставить вопрос о структурах, эволюция
которых не является случайной, об  инвариантности этих структур относительно
некоторых преобразований [2-6] и при  возмущениях соизмеримых с показателями
системы − законах сохранения для открытых систем.

Если движение фазовой точки 2( ) ( ; (0)) nx t x t x R= ∈ подчинено уравнениям
Гамильтона, то одним из  инвариантов, постоянно привлекающийся  для  пояснения,
трактовки положений статистической физики, является фазовый объем (теорема
Лиувилля):

(1)          
( 0)

2
1 2

1
1 2

( ( );...; ( ))( ) (0)
( (0);...; (0))V

n
n

ii
n

D x t x tt dx
D x x =

Γ = Π⋅⋅⋅∫ ∫ =
( 0)

2

1
(0) (0),

V

n

ii
dx t

=
Γ = Π ∀⋅⋅⋅∫ ∫                  

для   произвольных объемных  областей (0)V  начальных значений (0)x ; 

( )J t = 1 2

1 2

( ( );...; ( ))
( (0);...; (0))

n

n

D x t x t
D x x

 –  якобиан преобразования.

Из этого равенства  следует, что якобиан преобразования   ( )J t = 1 t∀ ≥0.
Мы исследуем вопрос о возможности инвариантности конструкции подобной (1)

[2], при условии, что закон эволюции ( ) ( ; (0)) nx t x t x R= =   подчинен системе
обобщенных стохастических уравнений Ито, а n, размерность  пространства,   не
обязательно четное число: 
(2)                         ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ); ; ) ( ; )i i i k k idx t a t dt b t dw t g x t t v dt dγ γ= + + ∫                

( ) ( )( ) ( ) ,0,,1,00; 0 ≥=== = tnixxtxtx itii

В этом уравнении  ( )w t m− -мерный винеровский процесс, nγ ′− -мерный вектор, и
интегрирование ведется по всему n´ -мерному пространству, ( ; )v t γ∆ − однородная по t ,
не центрированная мера Пуассона [1,c.247,255]: M[ ( ; )] ( )v t d t dγ γ∆ = ∆ ∏ ; по индексам,
встречающимся дважды, производится  суммирование. Относительно коэффициентов
( )txa ; , ( )txb ; и ( ; ; )g x t γ  уравнения  (2) будем предполагать, что они неслучайные,

ограничены, непрерывны вместе со своими производными
( ) ( ), ;; ( ; ; ), , , 1,i ki i

j j j

b x ta x t g x t i j n
x x x

γ∂∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
,

по совокупности переменных ( ), ,x t γ , и интегралы от 2 2( ; ; )| | , | ( ; ; ) |i

j

g x t g x t
x

γ
γ

∂
∂

 по

( )dγ∏ – конечны [1]. 
Этих условий достаточно для существования случайных величин

( ) ( )( ) ( )( )
j

ii
ji

xtxxtx
tJ

j ∆
−∆+

=
→∆=∆

0;0;
lim

0, ,

–  элементов якобиана преобразования ( )J t , которые могут быть найдены как решения
системы (2) и системы стохастических уравнений [1. c.287], [6. с.16]:
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(3)     
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
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, ,

, , 0 ,

; ; ( ( ); ; )
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0,
; 0 .

1,

i i k j
i j j k

i j i j t i j

a x t t b x t t g x t t
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J t J t x
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∂ ∂ ∂ 
= + + ∂ ∂ ∂ 

≠
= = =  =

∫
    

В работах  [2-5]  для стохастических гамильтоновых систем вопрос об
инвариантности фазового объема, при винеровских возмущениях ( ( ( ); ; ) 0g x t t γ ≡ в (1)),
был рассмотрен и решен положительно [2,4;5,с.100-101]. Там же установлены и общие
требования к коэффициентам уравнения Ито, при выполнении которых ( )J t =1
[5,с.110]. Присутствие в (3) пуассоновских возмущений, после выполнения
стохастического дифференцирования ( )J t , в соответствии с обобщенной формулой Ито
[1,273-274], приводит к следующему  уравнении для ( )J t : 

( ) ( )K( )dJ t J t t dt= +
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∫ ; ( ) 0 1tJ t = = ,              

где
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , ,
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2
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i i j i j
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x x x x x
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Из свойств матриц и  детерминантов следует, что 

(5)        , ,
( ( ); ; ) ( ( ); ; )det[J( ( ) ( ))] ( )det[E+G( )]i i

i j l j
l j

g x t t g x t tJ t J t J t
x x

γ γ∂ ∂
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∂ ∂
                      

где Е и G , соответственно, единичная  и составленная из элементов  ( ( ); ; )i

j

g x t t
x

γ∂
∂

,

матрицы размерности п×п. 
Учитывая соотношением (5) убеждаемся, что  (4) – линейное уравнение,

относительно якобиана ( )J t :

(6) ( ) ( ) ( )( ) ( ), ;
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x
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∂∫

При условии, что ,
( ; ; )det[G( )]i

i j
j

g x t
x

γδ ∂
+

∂
≥1, можно воспользоваться методом

нахождения  и видом решения линейного, неоднородного   обобщенного уравнения Ито
[1,с.273-274]. 

( )J t ,как решение (6),можно представить в таком виде:
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Требование  ( ) 1J t t= ∀ ≥0 - приводит к  следующим ограничениям:

1)  ( ) ( ) ( ), ,; ;; 1 0
2

j k i ki

i i j

b x t b x ta x t
x x x

∂ ∂∂
− =

∂ ∂ ∂
;

2)  
( ) ____

, ;
0; 1,j k

j

b x t
k m

x
∂

= =
∂

;

3)  ,
( ; ; )det[G( )] 1i

i j
j

g x t
x

γ
δ

∂
+ =

∂
, – ,x γ∀ .

В общей постановке: установление  подобластей инвариантности ( )J t - условия 1)-
3) будут уже определяющими.
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Дубко В.А. 
ПРОБЛЕМА ИНВАРИАНТНОСТИ И  АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ

МНОЖЕСТВА   АВТОМОРФНЫХ  ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ДЛЯ
ЗАДАННОЙ ФУНКЦИИ 

Резюме. Проблема инвариантности (“нечувствительности”) функций от
переменных состояния системы относительно определенного вида возмущений,
может трактоваться и с точки зрения поиска преобразований, являющихся
автоморфизмом  для заданной функции. 

Пусть ( ; )u x γ ∈ R , ,n mx R Rγ∈ ∈ , и все фигурирующие дальше функции,
необходимого класса  гладкости. Рассмотрим  вопрос об отыскании множества
функций ( ; ; ) ng x Rγ λ ∈ , [0, )λ ∈ Λ  которые обеспечат выполнение равенства:

( ; ) ( ( ; ; ); )u x u x g xγ γ λ γ= + , 0λ∀ ≥ .
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Это условие приводит к требованию
( ( ; ; ); ) 0u x g xδ γ λ γ

δλ
+

=

Эквивалентное ему  равенство –

1

( ( ; ; )) ( ( ; ; ); ) 0
( ( ; ; ))

n
j j

j j j

x g x u x g x
x g x t

δ γ λ γ λ γ
δλ λ=

+ ∂ +
⋅ =
∂ +∑ ,

После введения новой переменной ( ; ; ) ( ( ; ; ))y x t x g x tλ λ= +  оно приобретает вид:
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( ; ; )

n
j
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y x u y x
y x t

δ γ λ γ λ γ
δλ λ=

∂
⋅ =

∂∑
Это условие ортогональности векторов 

( ; ; )y xδ γ λ
δλ

    и    ( ; )y u y γ∇ ,

приводит к следующему векторному уравнению для нахождения ( ; ; )y x γ λ
( ( ; ; )y x γ λ = ( ; )y λ⋅ )[2]: 

(1)                
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  ,

( ; )y λ⋅ = 0( ; ; ) | ( ; ;0)y x x g xλγ λ γ= = + ,

je –  единичные взаимоортогональные вектора, а , ( ; )l jf y γ  –  произвольные функции,
выбираемые из условия существования и единственности решения системы уравнений
∀ фиксированных значений  x  и  γ.

Пусть ( ; ; )y x γ λ –  решение системы (1). Возвращаясь к  исходным переменным:
( ; ; ) ( ; ; )y x x g xγ λ γ λ= +  –

убеждаемся,  что представление
(2)                                            ( ; ; ) ( ; ; )g x y x xγ λ γ λ= − , 

обеспечивает выполнение равенства 
( ( ; ; ); ) ( ( ; ;0); )u x g x u x g xγ λ γ γ γ+ = + , 0λ∀ ≥ .

Если положить ( ; ;0) 0g x γ = , т.е. решение (1) ищется при начальном условии 

0( ; ; ) |y x xλγ λ = = , 
то приходим к выводу, что 

( ( ; ; ); ) ( ; )u x g x u xγ λ γ γ+ = .
Т.е., набор функций ( ; ; )g x γ λ , определяемых (1) - (2), оставляет инвариантной

выбранную функцию ( ; )u x γ .
Замечание. См.[1], [3] c.26.

Пример. 2 2
1 2( ( ; ; ))u y x t y yλ = +

1 2
2 1

( ; ; ) ( ; ; )2 ; 2 ,y x t y x ty yλ λ
λ λ

∂ ∂
= = −

∂ ∂
    

Решение этого уравнения имеет вид
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1 1 2 2 2 1( ; ; ) cos2 sin 2 ; ( ; ; ) cos sin 2y x t x x y x t x xλ λ λ λ ωλ λ= − = + ,
и, следовательно, преобразование ( ; ; ) ( ; ; )g x t y x t xλ λ= −

1 1 1 2 2 2 2 1( ; ; ) cos2 sin 2 ; ( ; ; ) cos sin 2g x t x x x g x t x x xλ λ λ λ ωλ λ= − + − = − + + ,
оставляет неизменным  вид функции  2 2

1 2( )u x x+ , [0, )λ∀ ∈ Λ
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Жаров О.Н.
УПРАВЛЕНИЕ ПО ОПЕРЕЖЕНИЮ В ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

Поддержание  определяющих параметров процесса в поле допуска является
основным принципом существования (функционирования) любой системы управления,
в том числе и технической. Входные энергетические и материальные потоки в таких
системах соизмеримы с потоками внутри системы и на ее выходе. То есть любая
техническая система является открытой системой, причем  функционирующей в
условиях значительной неопределенности, вызванной не только нерегулярностью
потоков, но и особенностями технологического процесса (объекта управления).

Стабильность работы таких систем (объектов) связана с управлением,
обеспечивающим требуемые значения поставленных критериев качества, в частности  и
эффективности производства в широком смысле (экономическом, техническом и т. п.).

Канонические принципы управления базируются на принятии управляющих
решений  (воздействий) по информации, получаемой до момента воздействия на объект
управления. Если  Х(t) – состояние объекта в момент времени t , то управляющее
воздействие есть  F(X(t-Т1);Х(t)), где Т1 – запаздывание. Однако, если поставить задачу
сужения области допустимых значений определяющих параметров, то возникает
необходимость привлечения дополнительной информации для выработки
управляющих воздействий. При такой постановке вопроса возможно использование
управления по   прогнозу (с опережением),т. е. по состоянию системы в момент
Х(t +Т2). В этом случае мы переходим к задачам управления системой, описывающейся
(дифференциальным) уравнением с опережающим аргументом. Начальная задача для
такого уравнения, вообще говоря, не имеет решения [1 ].  Поэтому любая частная
задача, которая допускает решение вопроса управления с опережающим аргументом,
может представлять определенный интерес.
Рассмотрим систему, определяющий параметр которой имеет гармоническую
составляющую, определяемую свойствами объекта ( например, колебательное звено).В
такой системе при нанесении возмущения в момент t  функция Х(t) описывает
поведение первой волны колебаний измеряемого параметра, а поведение второй волны
колебаний описывается функцией Х(t-Тоб), где Тоб – период колебаний. Управляющее
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Повысить эффективность управления можно по крайней мере двумя путями:

а). Ввести упреждение равное  
Тупр=0,25Тоб ,

чтобы компенсировать запаздывание регулятора ;

б). Ввести дополнительное запаздывание  

Тзап =-0,5Тоб   ([3]).
 В этом случае управляющее воздействие приобретает вид:

F (X (t–[0,5Тоб +0,25Тоб]))
 –  что является упреждением на  0,25Тоб  по отношению ко второй волне колебаний

: X(t–Тоб).

Вариант а)  практически не осуществим, так как упреждение Тупр - это введение в
систему элемента сдвигающего фазу (дифференциатора), который реагирует, в первую
очередь, на “шумы” вокруг основного параметра [2].  Кроме того, в реальных
объектахвсегда имеется запаздывание, вызванное инерционностью измерителя и не
всегда имеющейся возможностью установки датчика непосредственно в месте, где
происходят первоначальные изменения определяющего параметра Х (t).

Реализация на практике варианта б) не вызывает особых трудностей. Особенностью
этого варианта является то, что при появлении возмущения в системе управляющее
воздействие, выработанное по информации  о поведении системы в этот момент,
используется для управления  значительно позже и воздействует на вторую волну,
эффективно подавляя колебания, так как является упреждающим для этой (второй)
волны. 

Для проверки эффективности подавления колебаний выходной величины введением
дополнительного запаздывания было проведено математическое моделирование на
аналоговой машине. В качестве объекта управления было выбрано колебательное звено
второго порядка с периодом колебаний Тоб=20с, коэффициентом передачи равным
единице, со степенью  затухания   σ=0,1. Запаздывание вводилось последовательным
включением с объектом блока постоянного запаздывания. Коэффициент усиления и
время интегрирования регулятора подбирались экспериментально из условия
минимального времени переходного процесса. Возмущения наносили по заданию
( рис.1.) и по нагрузке  (рис.2). Из рассмотрения этих рисунков видно, что введение
запаздывания, равного половине периода собственных колебаний объекта, как и
следовало ожидать, существенно улучшает переходный процесс, уменьшает амплитуду
колебаний и уменьшает время регулирования.

Были изменены настройки регулятора таким образом, чтобы система при
отсутствии запаздывания стала неустойчивой ( рис.3., кривая 1 ). При введении
запаздывания 

Тзап= -0,5Тоб

– система обрела устойчивость. Следовательно, введение дополнительного
запаздывания не только устраняет собственные колебания объекта, но и повышает
устойчивость системы. К достоинству такой схемы управления следует отнести и
то, что при этом способе управления нет необходимости знать форму, величину и
момент появления возмущения, так как компенсируется результат действия
возмущения, а не само возмущение. Недостаток такой системы в том, что первые ½
периода колебаний после нанесения возмущения остаются некомпенсированными.
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Чтобы определить эффективность и возможность использования сигнала по
производной (вариант а), в вышеприведенную модель системы был введен
дифференциатор. Моделировалась система с дифференциатором при:

 отсутствии запаздывания и помех ( рис.4., кривая 1 );
при наличии  помех, имеющих частоту на порядок выше, чем подавляемая частота
и  амплитуду  20-25% от величины основного возмущения ( рис.4., кривая 2 );
наличии запаздывания в объекте, равного 5% и 10% от периода подавляемых
колебаний, что составило соответственно 1сек. и 2сек. ( рис.5. ).
Как и следовало ожидать, введение производной улучшает переходный процесс.

Однако, при наличии помех качество регулирования существенно ухудшается (рис.4.,
кривая 2 ), особенно на начальном участке.

  Как видно из рис.5. наличие даже небольшого запаздывания 5% (кривая 1 ) делает
систему неустойчивой, не говоря о большем запаздывании ( кривая 2 ).

Выводы

В системах, определяющий параметр которых Х (t) имеет гармонические колебания,
управление с опережающим аргументом в чистом виде не эффективно. Однако,
введение дополнительного запаздывания, равного половине периода колебаний,
позволяет использовать управляющее воздействие, выработанное на основе
информации о параметре Х (t), как опережающий аргумент для эффективного
управления параметром X (t – Тоб), а следовательно и всем процессом в целом.

Рис. 1. Кривые переходного процесса параметра (возмущение по заданию):
при отсутствии запаздывания; 
при запаздывании 0,5 Т.
Рис. 2.  Кривые переходного процесса параметра (возмущение по нагрузке):
при отсутствии запаздывания; 
при запаздывании 0,5 Т.
Рис. 3. Случай неустойчивой работы системы при отсутствии запаздывания
( кривая 1) и устойчивой работы при наличии запаздывания 0,5 Т (кривая 2).
Рис. 4. Кривые переходного процесса параметра в системе с дифференциатором при

отсутствии запаздывания в объекте: 
1 – без помех;
2 – с помехами 0,5 Гц и амплитудой 25% от величины возмущения.
Рис. 5. Кривые переходного процесса параметра в системе с дифференциатором при

наличии  запаздывания в объекте и помех: 
1 – запаздывание –1сек. (5% Т);
2 -  запаздывание –2сек. (10%Т).
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Каниовская И.Ю. 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭВОЛЮЦИОНИРУЮЩИХ СИСТЕМ

ПРОЦЕДУРАМИ ТИПА СТОХАСТИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ
ПРИ СИЛЬНЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ

Одним из требований, предъявляемым к эволюционирующим системам, является
оптимaльное использование на каждом этапе всех ресурсов для достижения цели.
Математические модели для процессов решения стохастических оптимизационных
задач, задач статистического оценивания, при оптимальном проектировании сложных
систем, в теории обучающихся систем могут быть сведены к итерационным
процедурам типа стохастической аппроксимации вида

( ) ∞<∈≥+=+ 2111   ,  ,1  , xMXxsxx s
s

s
X

s ξβπ ,

где ( ).Xπ  –  проектор на выпуклое замкнутое множество NRX ⊆ , ,0 ,1 >= − bbssβ
( ) ( ){ } 1, ,, , ≥= sxsxs ss ξξξ  – последовательность независимых неслучайных

векторов, не зависящих от 1x . Получены результаты, показывающие, что меры,
отвечающие случайным процессам

( ) ( )∗+
−= xxstx s

n

χ
2
1

,

слабо сходятся при ∞→n  в [ ]TDN ,0  –  пространстве N-мерных действительных
вектор-функций без разрывов второго рода с метрикой Скорохода, заданных на
[ ]0, ,  (0, )T T ∈ ∞ . Предельный процесс является стационарным.
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Коробко Г.В.
ОРГАНИЗМ КАК ОТКРІТАЯ СИСТЕМА

Живая система принципиально открыта и тем самым является неравновесной. Для
выполнения многих  своих функций на протяжении человеческой жизни (рост, обмен
веществ, размножение, обучение ) сложной, хорошо слаженной системе необходимо
для работы против наступления равновесия брать (или расходовать) энергию из
внешней среды. Поэтому вполне правомерно применение понятия открытой
динамической системы к живому организму с учетом обменных процессов между
организмом и внешней средой. В этом контексте несомненный интерес представляет
теоретико-экспериментальная разработка основ энерго-информационного обмена
живого организма с внешней средой. Важным моментом при такой разработке
является изменение концептуальной базы представлений о природе физиологических
процессов в механизмах энергообмена.

Изложим в тезисной форме имеющиеся теоретические представления и
экспериментальные данные, интерпретирующие такой энерго-информационный
обмен.

1. Длительное время считалось, что физиологические процессы в живом организме
имеют в основном химическую природу.  Современные исследования показывают, что
химическая энергия в организме тесно связана  с  электрической. В данной работе
считается, что  решающее значение для жизни и функционирования живого организма
имеют электрофизические свойства живого организма. При этом принимается во
внимание все возможные типы проводимости (электронный, ионный, примесный).

В целом, электропроводность живого организма нельзя объяснить простым
суммарным воздействием этих типов проводимости. Причем эти типы проводимости
не независимы. Взаимное их изменение  сопровождается процессами, которые меняют
общую проводимость в живой системе по более сложному закону, чем их простая
аддитивность. Будем предполагать, что отклик организма на быстрые изменения
внешних  воздействий различной физической природы может происходить только за
счет электронной проводимости, как наименее инерционной. При этом допускается,
что важнейшую роль в запуске и характере  протекания различного рода
биохимических реакций играют именно свободные электроны. Количество свободных
электронов n(t,x) влияет на протекание практически всех окислительно-
восстановительных процессов в организме.

2. Если рассматривать человеческий организм как открытую систему, то следует
признать важность энергетического  обмена этой системы с внешней средой
(Космосом). Энергетический поток, приходящий из Космоса, поступает в
человеческий организм через акупунтурные точки, которые соединяются в
энергетические цепи, называемые меридианами. Проведенный анализ энергетического
потока, приходящего из Космоса на Землю показывает, что в потоке частиц и волн из
Космоса подавляющее число составляют электроны. Эти электроны, попадая через
акупунтурные точки того или иного органа, направляются к клеткам этого органа и
приводят в действие все химические реакции. При этом меридианы не только
принимают энергию через  акупунтурные точки, но и излучают в окружающее
пространство. Эти два процесса – прием и излучение –  тесно взаимосвязаны. Здоровье
человека зависит во многом от связи меридианов с внутренними органами человека.  В
данной  работе предлагается систему меридианов  рассматривать  как единую
электрическую цепь организма, в которой имеются и внутренние  электрические
батарейки. Такими внутренними электрическими батарейками следует считать места,
где происходит синтез АТФ(аденозинтрифосфорная кислота). Как известно[1],  синтез
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АТФ возможен  тогда,  когда к месту  синтеза  подводятся электроны. Они отдают
свою энергию на запуск каскадных реакций. Аналогично высокие скорости
ферментативного катализа требуют участия электронов.

3. В соответствующих внутриклеточных структурах органа потребления (например,
митохондриях) происходят мета-болические  превращения  ряда  химических
соединений направленных, на удовлетворение потребностей  клеток  органа
потребления. Общая математическая модель такого метаболизма имеет вид:

                               )),(;( ttnc
dt
cd φ=                                                (1),

где in ccccc ),,...,( 21= - концентрации веществ, принимающих участие в  метаболизме;
n(t) – концентрация электронов в месте протекания метаболизма. Список переменных
в  правой части (1) разбит на внутренние переменные ( nici ...1, = )и внешние – n(t).
Последняя  играет роль управляющего элемента для  объекта  управления –  поведения
c ( t) .

Согласно измерениям ученых из Новосибирска [4], электрическое сопротивление
кожи в акупунтурных точках, расположенных вдоль меридианов, на порядок ниже,
чем в окружающих тканях. Уменьшение сопротивления вдоль меридиана сопряжено с
увеличением плотности биотоков вдоль меридианов. В свою очередь, величина
плотности тока регулируется произведением таких важных физических величин как
концентрация и скорость упорядоченного движения носителей заряда. Величина
концентрации вошедших через акупунтурную систему носителей определяется
внешними (космическими) факторами. Повышенная скорость упорядоченного
движения  носителей вдоль меридианов объясняется наличием ускоряющих
электрических полей вдоль трека меридиана. Выяснение механизма ускорения
носителей вдоль трека меридиана  следует проводить как на микроскопическом, так и
на  макроскопическом уровнях.  Микроскопический подход предполагает квантово-
механическое описание переноса инжектированных в меридиан электронов в
биоструктурах с помощью различных механизмов (туннельный транспорт, экситонный
механизм). При макроскопическом подходе можно опираться на базовые модели,
которые описывают смену типов организации вследствие неустойчивостей (теория
фазовых переходов, синергетический подход).  

Общий вид базовой  модели, описывающей процессы  эволюции распределенных
систем во времени и одномерном пространстве с пространственной координатой r,
определяется системой:
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Модель (2) при определенном  выборе вида функций Р(х, у)  и Q(х,у)  может
качественно описывать наблюдаемые в    живых системах  процессы, связанные с
самопроизвольным  возникновением различного типа волн (нервные импульсы, волны
в нейтронных сетях мозга, волны возбуждения в мышцах) [1-2] и структур, – процессы
самоорганизации. К настоящему  времени разработан  ряд  удачных базовых   моделей,
объясняющих возможность пространственно-временной самоорганизации
первоначально однородных систем. Например, при интерпретации пространственной
дифференциации в эмбриональных тканях  Тьюринг привлек модель  распределенного
«брюсселятора».  т.е.  модель типа (2),  у которой:

Р( х; у)= А -В(1+х)+х 2 у                    Q(х ;у)=Вх - х 2 у      (3),
где А,В –  исходные  (однородные в пространстве)  концентрации реагентов  х , у.
Показано, что однородное стационарное распределение  морфоген (регуляторов
генетической активности) может стать неустойчивым  по отношению к  возмущениям
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вида ~ exp( )t ikrδ λ + , при определенных k = крk  и Re ( ) 0крkλ ≥  значениях
параметров, характеризующих кинетику  производства и распада морфогенов. Такие
возмущения (неустойчивые моды),возникнув за счет случайных флуктуаций, будут
расти по амплитуде со временем. Однако беспредельный рост амплитуды
неустойчивых мод  стабилизируется нелинейными или диссипативными эффектами, и
в системе сформируется стационарное пространственно неоднородное распределение
морфогенов, которое и обусловливает процесс дифференцирования в эмбриональных
тканях [2, с.49-50].  

4. С учетом факта ускорения электронов вдоль меридианов последние
представляют собой не просто электронопровод, но и ускоритель электронов. В целом,
акупунтурная система в организме человека выполняет роль “электронного насоса”,
перекачивая электроны из внешней среды и попутно увеличивая их кинетическую
энергию от точек акупунтуры к местам потребления -внутренним органам человека.
Поскольку  организм  человека подвержен действию многих внешних факторов
различной  цикличности (суточное, годичное вращения Земли, периоды Солнечной
активности),фигурирующая  в (1)  функция n(t) –многопериодическая. Соответственно,
временное поведение решения системы (1) c  (t) –определяется медленно меняющейся
фурье-компонентой  функции  n(t) (в масштабе времен протекания  химических
реакций в  митохондриях).   В случае циркадного  ритма (суточное вращение Земли)
n(t) имеет вид синусоиды. В зависимости от “прилива” (когда n(t)  имеет максимальное
значение) или “отлива” (когда  n(t) имеет минимальное значение) потока электронов в
меридиане соответствующего органа (определяется ритмами  внешней среды),
проявляется максимальная активность этого органа  или покой. Иными словами,
инжектированные из внешней среды электроны мгновенно перераспределятся в места
усиленного протекания химических реакций того или иного органа. При этом
происходит преобразование электрической энергии каналированных электронов в
химическую энергию в клетках органа потребления. Пронизывая весь организм,
акупунтурная система позволяет осуществить очень эффективный контакт гиганта из
65 триллионов клеток (при средней массе взрослого человека в 70кг) с внешней средой
[4]. Именно эта система обеспечивает четкую и слаженную работу такого огромного
сообщества клеток на протяжении длительного времени (человеческая жизнь). 

5. Точно так же как изменение потоков энергии в организме влияет на внутренние
органы и их функции, изменение функций организма отражается на состоянии
энергетики меридианов и акупунтурных точек. Широко известен метод японского
ученого Накатани –   зависимость между функциональным состоянием внутренних
органов и электрическими потенциалами в кожных точках соответствующих  каналов.
При этом меридианы ведут себя как очень чувствительные индикаторы,
сигнализирующие о наступившей опасности и масштабах ее проявления. Таким
образом, изучение электрических потенциалов  человеческого тела в области
меридианов приобрело огромное значение в диагностике заболеваний. В настоящее
время, опираясь на методики канальной иглотерапии Nakatani [3], разработаны
эффективные компьютерные  экспресс-методики человеческого организма.
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Кудин Б.П., Кудина Т.М.
ОБ ОДНОМ  ПОДХОДЕ К ПРИНЯТИЮ СТАНДАРТНЫХ

РЕШЕНИЙ

Для производственно-экономических систем разного уровня совершенствование
методов принятия стандартных (программируемых) решений на основе оценки
производственно-хозяйственных ситуаций (ПХС), их моделирование и использование
новых информационных технологий продолжает оставаться важной проблемой.

Принятие управленческого решения можно разделить на два укрупнённых этапа:
первый этап включает оценку состояния системы управления и её внешней среды;
второй – собственно принятие решения. На первом этапе происходит принятие
информационного решения, в результате которого идентифицируется
производственно-хозяйственная ситуация. Ошибка, допущенная при принятии
информационного решения, в последующем уже не может быть устранена.  Поэтому
особое значение приобретают вопросы теоретической разработки и методического
обеспечения  выявления и анализа ПХС. 

Формальное определение ПХС является необходимой предпосылкой принятия
стандартных решений и предполагает построение модели, распознавание и
классификацию ситуаций. Оно позволяет перейти к моделированию принятия
программируемых управленческих решений.

В работе вводится формальное определение ПХС, развивающее понятие состояния
системы. Исходя из иерархии временных соотношений между отдельными уровнями
управления, определяется понятие полной ситуации для системы в целом  с учётом
микроситуаций её подсистем. Введённое понятие ПХС позволяет определять
необходимость осуществления управляющих воздействий на ход производственно-
хозяйственных процессов, носящих упреждающий характер. 

Формирование и принятие управленческого решения может быть представлено в
виде решения определенной последовательности задач управления, часть из которых
может быть формализована. Это позволяет процесс принятия решений разделить на
отдельные информационно-процедурные модули. Алгоритмизация, регламентация и
последующая автоматизация принятия регулирующих решений являются актуальными
при совершенствовании управления. 

Под задачей управления обычно понимается алгоритм или совокупность
алгоритмов, имеющих определённое функциональное назначение для управления и
позволяющих формировать выходные документы. Это функциональная задача
управления. Совокупность задач управления образует алгоритмическую структуру
управляющей подсистемы.

В работе предлагается исходить из возможности решения задачи управления в
соответствии с несколькими критериями и даже при одном критерии – по различным
моделям, учитывающим определённые параметры объекта управления. Тогда
алгоритмическая структура является переменной, в ней, в зависимости от
сложившейся ситуации, изменяется множество задач управления и сеть их
взаимосвязей. В развитие этого вводится понятие задачи управления как элемента
переменной алгоритмической структуры, в которой выделяются функциональные и
элементарные задачи управления и строятся их модели. 

Элементарная задача управления (или модификация задачи управления)
понимается как некий структурный (алгоритмический) модуль, который может
участвовать в построении алгоритмической структуры. Функциональная задача
управления может включать в себя несколько элементарных задач управления,
которые имеют одно и то же функциональное назначение. 
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Построение алгоритмической структуры, соответствующей сложившейся
ПХС, предлагается осуществлять в два этапа: на первом этапе должны быть
определены функциональные задачи, которые нужно решать для конкретной
ситуации; на втором этапе определяется модификация (конкретное решение) каждой
задачи, то есть – элементарная задача управления. В работе строится формальное
описание моделирующей схемы формирования управляющих воздействий. Для
выработки управляющих воздействий, с точки зрения данного подхода, необходимо
сформировать алгоритмическую структуру, которая для конкретной ситуации
осуществит синтез управляющего воздействия.

Такой подход, акцентируя внимание на алгоритмической структуре управляющей
подсистемы, позволяет представить получение управленческих воздействий в
результате решения некоторых алгоритмических модулей и может быть реализован в
режиме диалога человека с ЭВМ. На его основе разработаны методические положения
по анализу ПХС и принятию стандартных решений, которые использованы при
совершенствовании оперативного управления на промышленном предприятии.

Маркова Н.В., Цициашвили Г.Ш.
АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ВРЕМЕНИ ПРЕБЫВАНИЯ ЗАЯВКИ
В МНОГОКАНАЛЬНОЙ СИСТЕМЕ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

В работе строится асимптотика распределения времени пребывания заявки в
многоканальной системе массового обслуживания (СМО). Показывается как
распределение времени пребывания заявки в системе зависит от числа
обслуживающих приборов в многоканальной СМО и номера заявки.

Рассмотрим многоканальную СМО ∞mGG  с входным потоком

11200100 bttbttt +=≤+=≤= … и временами ,, 10 aa … обслуживания заявок,
поступивших в моменты ,0t ,...1t , соответственно. Пусть случайные
последовательности { },..., 10 aaA = , { },..., 10 bbB =  независимы и состоят из
независимых случайных величин. Предположим, что многоканальная СМО является
пустой в момент 00 =t  и для некоторых распределений ( )tF1  и ( )tF2 ,
сосредоточенных на [ )∞,0 ,

( ) ( ) ( )tFtFtbP k 111 =−=> , ( ) ( ) ( )tFtFtaP k 221 =−=> , ,0=k ,1 ….
Обозначим пи  время пребывания n -ой входной заявки в системе. Будем говорить,

что функция распределения F , определенная на [ )∞,0 , принадлежит классу R
регулярно меняющихся распределений, если существует 0>α  такое, что
( ) ( ) α−= xxLxF , 0>x , где ( )xL  – медленно меняющаяся функция; т.е. для любого

0>θ : ( ) ( ) 1/lim =∞→ xLxLx θ .
Теорема. Пусть RF ∈2 , тогда справедливы соотношения:

( )tиP п > ~ ( ) ( )tFn 21+ , 0≥n , ∞→t  для 1=m ;
( )tиP п > ~ ( )tF 2 ,                  ∞→t  для 1>m .
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І.В. Мацьків
ВЗАЄМОДІЮЧІ АНСАМБЛІ ХАОТИЧНИХ ОСЦИЛЯТОРІВ: ПОВНА

ТА ЧАСТКОВА СИНХРОНІЗАЦІЯ

Розглядається система  2N різницевих рівнянь, що моделює поведінку двох
ідентичних взаємодіючих ансамблів глобально зв’язаних хаотичних осциляторів, виду:
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одновимірне відображення. За  f  вибрано логістичну функцію  ),1()( xaxxf −=  де
−∈ ]4,0[a  параметр нелінійності. 

Систему (1) можна інтерпретувати як один з найпростіших детермінованих
аналогів систем типу “small world”, або як математичну модель двох взаємодіючих
нейронів головного мозку. Вона характеризується глобальним зв’язком у кожній з
груп та більш розрідженим, поелементним  зв’язком між групами.

Встановлено, що система (1) може перебувати у повністю синхронізованому,
кластерних (частково синхронізованих) чи повністю несинхронізованому станах,
залежно від значень параметрів а, ε та δ.

Одержано точні умови трансверсальної стійкості когерентного (повністю
синхронізованого) стану, побудовано області трансверсальної стійкості в просторі
параметрів (ε,δ). Встановлено, що границі області стійкості залежать від параметра
нелінійності  а логістичної функції та не залежать від N– кількості осциляторів у
кожному з ансамблів. Доведено, що для значень а, які відповідають вікнам
періодичності логістичної функції,  когерентний стан в системі (1) трансверсально
стійкий для всіх значень параметрів [ ].1,0, ∈δε

За допомогою обчислювального експерименту досліджено стійкість кластерних
станів у системі (1). Побудовано області трансверсальної стійкості дво– та N–
кластерних станів у просторі параметрів (ε,δ) та досліджено внутрішню динаміку
кластерів.

Встановлено, що при збільшенні числа осциляторів в ансамблях області
трансверсальної стійкості станів часткової синхронізації звужуються, крім цього,
з’являються нові області повної десинхронізації.

Отримані результати свідчать, що області стійкості когерентного та кластерних
станів у просторі параметрів (ε,δ) є досить великими, на відміну від випадку
автономної групи глобально зв’язаних осциляторів. Це дає можливість проводити
ефективне керування станом системи, змінюючи значення параметрів зв’язку.
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Межуева Т.И. 
ОПТИМИЗАЦИЯ В УСЛОВИЯХ ОТКРЫТОСТИ  СИСТЕМ

Широкий класс составляют задачи оптимизации, в которых  находится наиболее
целесообразное распределение тех или иных ресурсов (денежных средств, рабочей
силы, сырья, замены оборудования и т.д.) [2,3] .

Поскольку планируется деятельность в последующие годы планового периода, то в
соответствии с концепцией динамического программирования мы должны действовать
так, чтобы последующий год сам по себе принес максимальную выгоду.

Задачи оптимизации по времени решаются с привлечением дополнительных
средств, с использованием внутренних резервов. 

Характерной особенностью работы математических моделей реальных открытых
систем является наличие неопределенности относительно истинного состояния
внешней среды и элементов системы [1].

Неизбежным проявлением этой неопределенности являются ошибки в принятии
решений, появляющиеся при работе всех математических моделей управления из-за
неполноты и неточности входной информации

Поэтому появляется необходимость исследования следующих проблем:
разработка математических моделей оптимизации в условиях неопределенности;
разработка методов оценки эффективности алгоритмов управления, в смысле

устойчивости решений по отношению к неопределенности входной информации;
разработка методов оптимальной организации и обработки измерений параметров

внешней среды и системы с целью эффективного снижения неопределенности входной
информации.

При этом различаются ситуации:
статистические характеристики случайных параметров заданы;
неизвестны (случай неопределенности).
Оптимальная политика выбирается с учетом факторов, характеризующих процесс в

данный момент.
Эффективность функционирования системы характеризуется критерием,

устанавливающим степень приспособленности системы для решения поставленных
перед ней задач. Численное значение критерия определяется качеством управления,
которое характеризуется законом изменения управляющих воздействий на систему.
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Наголкина З. И. 
О СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ СО

СЛУЧАЙНЫМ ВОЗМУЩЕНИЕМ

Рассматривается уравнение, описывающее состояние открытой динамической
системы при наличии аддитивного возмущения типа белого шума

)(),(),(
2

twutB
xx
uxta

t
u

ki
ik +

∂∂
∂

=
∂
∂ ∑ (1)

и смешанная краевая задача для него

),(),( 0 xxtU ϕ=                              0||),( =
∂
∂

=
ΓΓ n

uxtU (2)

σ – ограниченная область с Rn с достаточно гладкой границей Г. Пусть )(2 GLH = –
гильбертово пространство. Решением смешанной задачи (1), (2) в Н будем называть
решение задачи Коши для стохастического уравнения Ито вида:

                          )(),()()( tdwutBdttutAdu +=  ,

                             Hxtu ∈=ϕ),( 0                                        (3)

С эллиптическим оператором 
ki

ik xx
uxtautA
∂∂

∂
−= ∑

2

),()(  , область

определения которого AD  состоит из всех функций ),(2
2 GW обращающихся в нуль на

границе Г. При этом )(tA –замкнутый оператор с областью определения, не зависящей
от t. В [1] приведены условия, при которых )(tA является производящим оператором
сильно непрерывного эволюционного семейства ),( τtu , такого, что

Hh uttU ||)(||)(exp||),(|| τταϕτ −≤

;],[),( 0 GTtxtu ×∈     .),( Htu ∈⋅

),( xtB – оператор Гильберта-Шмидта в Н удовлетворяет всем условиям [2],
при которых существует сильное решение стохастического уравнения 

)(),()( tdwutBtdu = ,

порождающее эволюционное стохастическое семейство операторов ),,( τtT  такое, что
имеет место                  ||)(||)(exp||)(),(|| 2 ττατττ ututTE k −≤

При такой реализации пространства состояний, с помощью вероятностной
модификации метода Троттера-Далецкого, [2] доказывается существование решения
(3), а значит и (1) следующего вида:
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Наголкина З. И. 

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ЗАДАЧАХ
СОПРЯЖЕННОГО ТЕПЛООБМЕНА

В данной работе рассматривается применение различного рода итерационных
методов для решения интегро-дифференциальных уравнений, появляющихся в задачах
конвективного теплообмена.

В работе [1] приведена наиболее общая постановка сопряженной задачи
теплообмена при несимметричном струйном охлаждении непрерывно движущейся
пластины и сведение ее к задаче теплопроводности с обобщенными граничными
условиями 3-го рода.

В более простом симметричном случае температурные поля термически тонкой
пластины при обтекании ее струями воздуха описываются следующим интегральным
уравнением

zd
zd

dzzF
dz
d

z

′
′
Θ′−−=

Θ ∫
0

),(1 , (1)

где θ – безразмерная температура, z  – безразмерная координата,

21 ])(1[),( CC

z
zzzF −′

−=′  –  функция влияния необогреваемого участка. 

Ее параметры С1 и С2 зависят от режима обтекания, числа Pr  и приведены в [2].

В уравнении (1) введем замену переменных

1Czx = , 1

1
Cxz = ,

благодаря которой  уравнение (1) сведется к каноническому виду уравнения Вольтерра
2-го рода
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Относительно функции
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данное уравнение рассматривается в классе D дважды непрерывно
дифференцируемых функций, определенных на действительной оси с нормой

|)(||)(||||| xUSupxUSupU
xx

D ′+= .

Неограниченное ядро ),( ξxK  вида

( , )( , )
| |
L xK x
x α

ξξ
ξ

=
−

называется полярным, если ),( ξxL  – функция непрерывная на D по каждому из
аргументов и 0<α<1. Таким образом, интегро-дифференциальное уравнение (1)
относительно функции )(xΘ сводится к интегральному уравнению Вольтерра 2-го
рода с полярным ядром (2) и может быть решено методом последовательных
приближений по стационарной схеме [3].

Рассмотрим для неоднородного уравнения (2) итерационный процесс
,0)(0 =xU

ξξξϕ dUxKxxU n

x

n )(),()()(
0

1 ∫+=+ (3)

и исследуем сходимость этого процесса к решению уравнения (4). С этой целью
введем в рассмотрение погрешность n- ной итерации

)()()( xUxUxr nn −=

Тогда: 
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В том случае, когда ядро ),( tsK  ограничено, доказательство сходимости приводит к
оценке

D
n

DDn rxtsK
n

r |||||}|)),({(
!

1|||| 0≤
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В данном случае ядро не ограничено, однако, как показано в [4], начиная с
некоторого n итерированное ядро :),( ξxKn

),()...,(),(),( 1211 nnKKxKxK ξξξξξξ −=  

непрерывно. Таким образом уравнение (2) имеет единственное решение, которое
может быть найдено методом последовательных приближений. Как показывает более
тщательный анализ [4], при α<0,5 непрерывным уже будет ядро ).,(2 ξxK  Из
физической постановки данной задачи следует, что параметр С2, являющийся
показателем полярности данного ядра, связан с гидродинамическими
характеристиками, и определяет скорость сходимости итерационного процесса. Чем
меньше С2, тем скорость сходимости выше. Это качественно соответствует тому, что
при турбулентном режиме обтекания с С2=0,063 итерационный процесс сходится
быстрее, чем при ламинарном с С2=0,37.

Рассмотрим еще одну итерационную схему решения уравнения (1), в которой в
качестве 0 – приближения выбрано некоторое дифференциальное выражение.
Проинтегрируем по частям, а затем разложим в ряд Тейлора около точки zz ′=
функцию )(z′Θ  в правой части уравнения (1). Получим дифференциальную форму
этого уравнения:
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i
i dz

dzg
dz
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где:             
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B – β-функция, Γ – γ-функция, χ – показатель степени в степенном законе внешнего
обтекания (например, в случае ламинарного обтекания движущейся поверхности
χ=0,50, а в турбулентном χ=0,375. Для различных условий обтекания поверхностей
ограниченных тел эти коэффициенты вычислены в [2], а для течений в пограничном
слое непрерывно движущихся поверхностей – в [5]. При этом последовательность {gi}
быстро сходится к 0 при увеличении i,  и основной вклад дают первые два-три члена.
Основываясь на этом, преобразуем тождественным образом уравнение (1), учитывая
(5)

),(1 Θ+
Θ

−Θ−=
Θ z

dz
dzg

dz
d ϕ (6)

Источник ),( Θzϕ  определяется выражением:

dz
dzgd

d
dzfz

z
Θ

+Θ+
Θ

−−=Θ ∫ 1

0

),(1),( ξ
ξ

ξϕ (7)

Рассмотрим следующую итерационную схему уравнения (6). В качестве 0 –
приближения рассмотрим уравнение:
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В качестве 1-приближения:
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В качестве n-приближения:
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Тогда приближенное решение Θn линейного неоднородного уравнения (6), (7)
ищем методом вариации произвольной постоянной
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Сходимость такого итерационного процесса связана с характером параметра g1.
Решая методом Рунге-Кутта линейное дифференциальное уравнение первого

порядка (7), а затем строя итерационный процесс по формуле (10) мы получаем,
начиная с n=3, сходимость к экспериментальной температурной кривой.
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Панчук А. А.
ЧАСТКОВА СИНХРОНІЗАЦІЯ В СИСТЕМІ ГЛОБАЛЬНО

ЗВ'ЯЗАНИХ ВІДОБРАЖЕНЬ

Суттєво нелінійна природа динамічних систем, які виникають в різних галузях
науки – у фізиці, біології, теорії комунікацій тощо, – останнім часом викликає
підвищений інтерес. Завдяки природженій складності ці системи демонструють багато
нових, невідомих раніше, режимів динамічної поведінки (наприклад, часткова
синхронізація), які було виявлено зовсім недавно.

В даній доповіді розглядається N -вимірна динамічна система, що задається
відображенням NNF RR →:  вигляду:

Nixf
N

xfxF
N

j

t
j

t
i

t
i ,1,)()()1(:

1
=+−→ ∑

=

εε , (1)

де R∈t
ix , +∈Zt , )(1 RCf ∈ , R∈ε  – параметр зв'язку.

 Систему (1) було вперше введено японським вченим Куніхіко Канеко в 1989 році з
метою вивчення поведінки великих ансамблів ідентичних хаотичних осциляторів,
зв'язаних через усереднене значення координат.

В даній моделі існують три основні типи динаміки: 1) повна синхронізація
(когерентність), коли всі елементи t

ix  асимптотично при ∞→t  стають рівними; 2)
часткова синхронізація (кластеризація), коли елементи системи об'єднуються у
декілька груп синхронізованих елементів; 3) десинхронізація, коли когерентність та
кластери не виникають.

Ми досліджуємо поведінку системи (1) при значеннях параметра 0>ε , які
відповідають області турбулентності системи. В цій області знайдено так звані
кластерні зони, що породжуються (при 0=ε ) вікнами періодичності відповідного
одновимірного відображення f .

Для довільного K -кластерного стану – ми його позначаємо KC  – виведено
формулу зв'язку між трансверсальними та поздовжними мультиплікаторами
періодичної орбіти. Як наслідок, отримано достатні умови трансверсальної стійкості
симетричних mK -періодичних ( 1≥m ) кластерних станів KC  з додатковою
властивістю циклічності та необхідні умови трансверсальної стійкості для хаотичних
траєкторій. Також знайдено достатні умови існування симетричного mK -
періодичного K -кластера, а у випадку 1=m  аналітично отримано границі області
трансверсальної стійкості кластерного стану.

Для системи (1) було проведено серію обчислювальних експериментів з
)1()( xaxxf −= , в результаті чого в площині параметрів ),( εa  знайдено області

поздовжньої та трансверсальної стійкості n -періодичних K -кластерних станів, а
також встановлено, що наявність кластерів різного розміру та періодичності є
характерною рисою зони турбулентності системи (1). В процесі експерименту було
також виявлено хаотичні атрактори спеціального вигляду, які отримали назву
квазікластерів.  Для них було знайдено достатні умови існування.
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П.Є.Стрижак 
ПЕРЕХІДНІ ДЕТЕРМІНОВАНО ХАОТИЧНІ АВТОКОЛИВАННЯ В

РЕАКЦІЇ БЄЛОУСОВА-ЖАБОТИНСЬКОГО В ЗАКРИТОМУ
РЕАКТОРІ ІНТЕНСИВНОГО ПЕРЕМІШУВАННЯ

В літературі описано різноманітні хімічні реакції, в яких спостерігаються
періодичні зміни в часі концентрацій реагентів [1-3]. Саме такі автоколивальні хімічні
реакції є найпростішими хімічними процесами, що відтворюють еволюційні процеси у
відкритих системах. При перебігу автоколивальної хімічної реакції можуть
спостерігатися зміни одного автоколивального режиму іншим, які обумовлено або
зміною параметрів системи, або внутрішньою еволюцією самої системи. За умов
перебігу автоколивальної хімічної реакції у проточному реакторі постійного
змішування відкритість системи задається вхідними та вихідними потоками реагентів,
а її еволюцію можна спостерігати, якщо змінювати будь-який параметр процесу. Як
правило, таким параметром є швидкість потоку реагентів. Якщо ж автоколивальна
хімічна реакція перебігає у закритому реакторі постійного змішування, то все одно
протягом певного часу така система є відкритою тому, що початкові концентрації
реагентів є занадто великими порівняно з концентраціями інтермедіатів реакції. Тобто
підсистема, що утворена такими інтермедіатами, є відкритою. При цьому еволюційні
процеси істотно вирізняються повільною зміною концентрацій вихідних реагентів.

В середині 70-х років XX-го століття було знайдено, що в нелінійних хімічних
системах можуть також спостерігатися і нерегулярні автоколивання [4].
Нерегулярними будемо називати будь-які автоколивання, що спостерігаються в
хімічній реакції, які не є регулярними періодичними автоколиваннями. До
нерегулярних автоколивань слід віднести аперіодичні та хаотичні автоколивання.
Детерміновано хаотичні коливання характеризуються нерегулярною,
непередбачуваною поведінкою детермінованої динамічної системи, що спостерігається
у певній області значень її параметрів та виявляє високу чутливість до початкових
умов. В хімічних системах явище детермінованого хаосу було виявлено завдяки
вивченню автоколивальної хімічної реакції Бєлоусова-Жаботинського (БЖ)
(каталітичне окиснення органічних субстратів, наприклад, малонової кислоти бромат-
іонами). Для доведення існування детерміновано хаотичних режимів у хімічних
системах Ресслер з співавторами шляхом чисельного аналізу системно вивчав
існування хаотичних режимів в багатьох модельних системах, що описують
різноманітні хімічні та біохімічні перетворення сполук [2]. В результаті цих
досліджень хаотична поведінка, тобто непередбачувана зміна в часі концентрацій
реагентів системи, була зафіксована експериментально в цілому ряді хімічних систем.
Як правило, хаотичні режими утворюються з періодичних або складноперіодичних
режимів із зміною параметрів хімічної реакції, тобто в результаті якісної зміни
(біфуркації) автоколивального режиму. В літературі є близько десяти невеликих за
обсягом оглядів, присвячених проблемі детермінованого хаосу в хімії [6-9]. Проте,
основну увагу в цих працях приділено математичним аспектам опису хаотичних
режимів на прикладі реакції БЖ в проточному реакторі постійного перемішування
(ПРПП).

Детермінований хаос можна охарактеризувати за допомогою такого кількісного
показника детермінованого хаосу, як значення найбільшого показника Ляпунова
(НПЛ, λL). Для хімічної системи, що складається з N кінетично різних реагентів, НПЛ
визначається наступним виразом [6]: 
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CCtCCtCtL δ  – відстань між сусідніми

траєкторіями хімічної системи в її фазовому просторі, координатами якого є
концентрації реагентів; ),(C 0

ii Ct  – концентрація i-го реагенту в момент часу t за

умови, що в початковий момент часу його концентрація становила 0
iC ; 0

iCδ  –

незначна варіація концентрацій реагентів за початкових умов ( 00 / ii CCδ  << 1).
Для усталеного детерміновано хаотичного режиму НПЛ є додатним числом, яке

пов’язане з концентраціями бромат-іонів та малонової кислоти. Для перехідного
детерміновано хаотичного режиму концентрації цих реагентів змінюються у часі.
Отже, значення НПЛ також залежить від часу. Саме тому для перехідного хаосу має
сенс визначати значення НПЛ наступним чином:

><=
∆

∆

)0(
)(log)(

2 L
tL

dt
dtλ

.      (2)
Визначення НПЛ для перехідного режиму зумовлено усередненням системи

вздовж фазового простору, яке позначається у виразі (2) дужками <...>. У відповідності
з (2) значення НПЛ характеризує експоненціальний розбіг траєкторій перехідного
хаотичного режиму у певний момент часу t. Для визначення його за
експериментальними даними потрібні спеціальні алгоритми та методи обчислення.
Однак, охарактеризувати перехідні хаотичні режими, що спостерігаються в
експерименті, за допомогою функції λ(t) практично неможливо тому, що такі режими
існують нетривалий час, якого недостатньо для коректного визначення λ(t). Крім того,
часова залежність λ(t) не буде достатньо інформативною для характеристики
чутливості перехідного хаосу. Для визначення НПЛ перехідного хаотичного режиму
було запропоновано більш зручне значення, що визначається усередненням за часом
існування такого режиму [6]:

                            
∫=
T

0
)(T

1 dttLT λλ
                                               (3)                          

Так само як значення λL, що відповідає асимптотичним режимам (для хімічних
систем, це відповідає експериментам в ПРПП), характеризує усереднений за
асимптотичною траєкторією системи її експоненціальний розбіг, значення LTλ  є
усередненою кількісною мірою розбігу траєкторій перехідного хаотичного процесу
протягом інтервалу часу T. 

Для ілюстрації використання значення НПЛ для перехідних детерміновано
хаотичних режимів розглянемо залежність типу перехідного процесу від початкових
концентрацій реагентів для реакції БЖ, що каталізується фероїном. З метою пошуку
можливості існування перехідних детерміновано хаотичних режимів у реакції БЖ
варiювали концентрацiї бромат-іонів, малонової кислоти та фероїну. Основні типи
режимів, які були знайдені в цих експериментах, наведено на рис. 2. Для досліджених
умов в реакцiї БЖ в ЗРІП спостерiгаються рiзнi нерегулярно-коливальнi режими. Для
аналізу таких режимів  введемо наступнi позначення: кожен з режимів послідовності
позначався символом LnSk, де n – кiлькiсть високоамплітудних коливань, що
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виникають одне за одним, k  – низькоамплітудних коливань [6-9]; εR – режим
“м’якого” збурення автоколивань (рис.2, а), I – перемежування (рис.2, б), RO –
регулярнi автоколивання (L1S0).

Для всіх випадків часова еволюція нерегулярних автоколивань за незмінних
початкових концентрацій реагентів відбувається у вiдповiдностi з деревом Фарея:
L1SK1 → L1SK2, де K2<K1 (рис.2, в, г). Крім того, встановлено, що існують такi значення
концентрацiй реагентiв, за яких в реакцiї БЖ у стаціонарному реакторі
спостерiгаються довготривалi хаотичнi режими типу L1S1, що подібні хаотичним
режимам в ПРПП . Отже, аналіз біфуркацій нерегулярних режимів, що
спостерігаються в ЗРІП для реакції БЖ, доводить можливість існування перехідних
детерміновано хаотичних режимів у такій системі. Це є першим доказом того, що
появу перехідних LS-режимів обумовлює існування детермінованого хаосу. Другий
доказ буде базуватись на підставі результатів аналізу властивостей карт повернення,
які побудовані за експериментальними даними.

Карта повернення характеризує залежність значення наступного максимуму
певного параметра від попереднього для часової серії, що отримана експериментально.
Наприклад, для автоколивань в реакції БЖ карта повернення – це залежність
наступного максимуму потенціалу платинового електрода від попереднього.
Дослідження хаотичних режимів саме за допомогою такої карти є найбільш простим,
наочним та інформативним.

Для аналізу перехідних хаотичних режимів за допомогою карти повернення
вибрано лише один тип перехідних хаотичних режимів – L1S1-режими. Такий вибір
обумовлений тим, що саме ці режими є найбільш тривалими серед експериментально
знайдених нерегулярних перехідних режимів. Аналіз карт повернення перехідних
хаотичних режимів, що спостерігаються для реакції БЖ в ЗРІП, доводить наступне.
Врахування залежності керуючих параметрів від часу для карти повернення дозволяє
встановити існування принцрежимом для автоколивальної хімічної системи в ЗРІП та
детермінованим хаосом в ПРПП. Зокрема, асимптотичний детерміновано хаотичний
режим, що спостерігається в ПРПП, характеризується тим, що незначна зміна
керуючого параметра викликає різкі зміни режиму. Навпаки, в ЗРІП перехідний
хаотичний режим існує в широкій області значень керуючого параметра. До того ж,
виявляється, що найбільш типовим хаотичним режимом в ЗРІП є L1S1-режим. Крім
того, аналіз властивостей карт повернення дає змогу отримувати тільки
напівкількісний доказ існування перехідних детерміновано хаотичних режимів.
Кількісним доказом існування детермінованого хаосу є додатність найбільшого
показника Ляпунова типових відмінностей між перехідним хаотичним. 

Таким чином, викладене вище теоретично та експериментально обгрунтовує явище
перехідного хаосу, яке полягає в тому, що детерміновано хаотичні режими
спостерігаються в нелінійній хімічній реакції в ЗРІП протягом певного часу її еволюції
від початкових умов до стану термодинамічної рівноваги. Перехідні детерміновано
хаотичні режими охарактеризовано за допомогою фазових портретів та карт
повернення. На прикладі реакції Бєлоусова-Жаботинського (БЖ) експериментально
доведено, що значення найбільшого показника Ляпунова (НПЛ), який характеризує
швидкість експоненціального розбігу близьких траєкторій в фазовому просторі
системи, координатами якого є концентрації хімічних сполук, для перехідного
детермінованого хаосу закономірним чином змінюється зі зміною контролюючих
параметрів (концентрацій реагентів, тощо), на відміну від асимптотичних
детерміновано хаотичних режимів, що спостерігаються в ПРПП. 

Роботу виконано за фінансової підтримки Науково-Технологічного Центру України
(грант НТЦУ № 2193). 
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Рис.2 Зміни в часі величини потенціалу платинового електрода (EPt) для систем
з різною початковою концентрацією фероїну ([KBrO3]0 = 0.19 М, [H2SO4]0= 0.32
М, [МА]0 = 0.68 М; T = 295 K): a – 1.9⋅10-4 ; б – 3.44⋅10-4; в  – 8.13⋅10-4 ; г  –
2.9⋅10-3 ; д – 5.6⋅10-3 М.
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Чалых Е.В
ОБОБЩЕНИЕ МОДЕЛЕЙ  БРОУНОВСКОГО ДВИЖЕНИЯ СО

СЛУЧАЙНЫМИ ОРТОГОНАЛЬНЫМИ ВОЗДЕЙСТВИЯМИ

Рассмотрим уравнение

)()|;)(|);(;()()()( tdwttvtvBdttvttdv ηµ +−= (1)

где 1)( Rt ∈µ , 3)( Rtv ∈ , η(t)∈Rk  ; 3)( Rtwi ∈  )3,1( =i  - независимые

винеровские процессы; )|;)(|);(;( ttvtvB η -матрица размерности 3х3.  
Как показано в [1,2], при  выполнении условия

0))()|;)(|);(;0(),(( =tdwttvtvBtv  , (2)

где (⋅, ⋅) – скалярное произведение, и требования 

( )



 ×+− )|;)(|);(;0(*)|;)(|);(;0(

2
1|)(|)(2 2 ttvtvBttvtvBSptvtµ = )|;)((| ttvh ,

процесс |)(| tv  является решением  уравнения ( * - знак транспонирования) 

dtttvhtvd )|;)((||)(| 2 =                                                             (3)

 Представление для  )|;)(|);(;0( ttvtvB , обеспечивающего выполнение
условия (2), будет таким:
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  где )|;(|,)|;(| 21 tvbtvb - скалярные функции, и   для матриц K выполняются
соотношения:
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KK2 = -K2K* ; 224 || KvK = ; ( )*Sp K K× = 2 2|| v .                        (6)
Положим 
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1 tvbtvbtvb =+                                                               (7)

Сравним уравнение (1) с уравнением 
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dttvttdv ×+−= µ                             (8)

При условиях (3)-(7) , можно установить, что при одних и тех же начальных
распределениях ))0(,0( vρ ,решения уравнений Колмогорова для этих уравнений
совпадают. Поэтому полученные выводы для уравнения (8) полностью переносятся и
на более общий случай (3), (7) [1-2]. Дальнейшее обобщение будет связано со
случайностью коэффициентов )(1 ⋅b   и )(2 ⋅b . 

Пусть в уравнении (1) коэффициент )(tµ  является детерминированным, а

коэффициенты )(1 ⋅b   и )(2 ⋅b  имеют вид ),|;(|1 ηtvb   и ),|;(|2 ηtvb , где η -
случайный процесс. Например, эти коэффициенты могут иметь вид:

)(sin|)|;(||),|;(| 11 ηη ftvbtvb = ,  )(cos|)|;(||),|;(| 12 ηη ftvbtvb = (9)

где )(ηf  - случайная функция от случайного параметра η , выбранная из класса
функций таким образом, чтобы не были нарушены условия существования и
единственности решения. В частности, ))(( tf η  может являться решением
некоторого стохастического дифференциального уравнения с коэффициентами,

зависящими и от )(tv , ∫
t

dv
0

)( ττ  [3].... Внесение подобных изменений в выражения (3),

(4) не оказывает влияния на их вид. При этом соотношение (6) заменяется следующим:

( )

1 2 1 2

2 2
1 2

2 2

2 2
2 21 1

2 2

1 ( ( ; ; ;| |; ; ) * ( ; ; ;| |; ; ))
2

(| |; , ) (| |; , )
| | | |

(| |; ) (| |; )sin ( ) cos ( )
| | | |

Sp B b b v v t B b b v v t

b v t b v t
v v

b v t b v tf f
v v

η η

η η

η η

⋅ =

+ =

 
= + = 
 

(10)

Последние равенства означают, что  и при случайных коэффициентах
);|;(|1 ηtvb   и );|;(|2 ηtvb  можно найти аналитическое решение уравнения (3) [4].

Помимо рассмотренного случая  (9), возможны иные представления
коэффициентов );|;(|1 ηtvb   и );|;(|2 ηtvb  в частности, когда эти величины имеют
вид

 )|;(|)1(),|;(| 1
1

11 tvbtvb ηη −= , )|;(|)1(),|;(| 2
2

22 tvbtvb ηη −= , 
где  1η  и 2η  -  пуассоновские.  В этом случае также можно найти  решение

уравнения (3),поскольку 
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Можно рассмотреть более общий случай    уравнения (1), но потребовав для
коэффициентов )(tµ = );;|;(| 21 ηηµ tv , ),|;(| 11 ηtvb  и ),|;(| 22 ηtvb  выполне-ния
условия [2-4]:

)|;(|);|;(|);|;(|||);;|;(| 2
2
21

2
1

2
21 tvqtvbtvbvtv =++− ηηηηµ ,

где )|;(| tvq  - неслучайная функция.  
Данные задачи примыкают к вопросам  моделирования  эволюций в случайных

средах [5,6,7,8], но образует собственный класс. Особенностью рассмотренных задач
является и то , что решение  |))0(;(| vtv  - детерминированная функция. Отметим, что
дальнейшее  расширение этого класса задач связано с предположением о том, что
условие (10) может выполняться в некоторой области [ )∞×⊂ ;0);( 3RtvD ,

совокупности областей, перемежаемых областями стохастичности |))0(;(| vtv  [3].
Это связано с выводом, основанным на более широком определении первого интеграла
как неслучайной функции только в некоторой области  D  [3].
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